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Построено множество нелинейных дифференциальных систем с линейной отражающей функцией. Исследовано мно-
жество периодических решений таких систем. 
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The set of nonlinear differential systems with a linear reflecting function was constructed. The set of periodic solutions of such 
systems was investigated. 
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Введение 
Задача о существовании и устойчивости пе-

риодических решений 2ω -периодических по t  
дифференциальных систем вида 

( , ),dx X t x
dt

=   ,t R∈   nx D R∈ ⊂  (0.1) 

в силу своей важности исследовалась многими 
авторами. Все полученные методы изучения та-
ких решений так или иначе связаны с отображе-
нием Пуанкаре (отображением за период 

0 0[ ; 2 ],t t ω+  где 2ω -период правой части систе-
мы (0.1)) [1]. 

Пусть для 2ω -периодической по t  системы 
(0.1) выполнены все условия некоторой теоремы 
существования и единственности и 0 0( ; , )t t xϕ  – 
ее общее решение в форме Коши. Тогда отобра-
жение за период 0 0[ ; 2 ]t t ω+  задается формулой 

0 0 0( ) ( 2 ; , ).t x t t xϕ ωΠ = +  Полагая 0 ,t ω= −  будем 

рассматривать отображение ( ) ( ; , )x xϕ ω ωΠ = −  за 
период [ ; ].ω ω−  Если функция ( )xΠ  для систе-
мы (0.1) известна, то задачу о существовании и 
устойчивости периодических решений данной 
системы можно считать решенной. 

 
1 Используемые результаты 
Мироненко В.И. [2] показал, что, не находя 

общего решения системы (0.1), возможно найти 
ее отображение за период ( )xΠ  с помощью так 
называемой отражающей функции 

( , ) ( ; , ),F t x t t xϕ= −  
которая определяется для любой (не обязательно 
периодической) системы вида (0.1). А именно, 

если правая часть системы (0.1) 2ω -периодична 
по ,t  то ( , ) ( ; , )F x xω ϕ ω ω− ≡ −  есть отображение 
за период [ ; ]ω ω−  этой системы. 

Дифференцируемая функция ( , )F t x  явля-
ется отражающей функцией системы (0.1) тогда 
и только тогда, когда F  удовлетворяет системе 
уравнений в частных производных 

( , ) ( , ) 0F F X t x X t F
t x

∂ ∂
+ + − =

∂ ∂
  (1.1) 

и начальному условию 
(0, ) .F x x=    (1.2) 

Соотношение (1.1), называемое основным соот-
ношением для отражающей функции, и началь-
ное условие (1.2) часто позволяют найти отра-
жающую функцию, а значит и отображение за 
период системы (0.1), не интегрируя рассматри-
ваемую систему. 

Основные положения теории отражающей 
функции и ссылки на работы других авторов, 
использующих понятие отражающей функции 
можно найти на сайте http://reflecting-function. 
narod.ru. 
 
 2 Основной результат 

Основной результат предлагаемой работы 
сформулируем в виде следующей теоремы. 

Теорема. Пусть ( ),tα α=  ( ),tβ β=  ( )s s t=  
– непрерывные на всей числовой оси, нечетные и 
2ω -периодические функции. Тогда у системы 

2

2

(1 2 )(1 ),

(1 2 )

dx ds x y sx sx
dt dt
dy ds xy sy sx y
dt dt

α

α β

= − + − −

= + − +
 (2.1) 
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все  продолжимые  на  R  решения являются 
2ω -периодическими, а нулевое решение неасим-
птотически устойчиво. 

Доказательство. Положим 
1(1 2 )

( , , ) .
(1 2 )

x sx
F t x y

y sx

−⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

−⎝ ⎠
  (2.2) 

Покажем, что функция (2.2) является отражаю-
щей функцией системы (2.1). Для этого устано-
вим, что указанная функция удовлетворяет усло-
виям (1.1) и (1.2).  

Основное соотношение (1.1) в нашем случае 
имеет вид 

( , , ) ( , ) 0.
( , )

F F X t x y X t F
t x y

∂ ∂
+ + − =

∂ ∂
    (2.3) 

В том, что соотношение (2.3) действительно 
представляет собой тождество, убедимся, приняв 
во внимание, что 

2

2

(1 2 )(1 )
( , , ) ,

(1 2 )

ds x y sx sx
dtX t x y

ds xy sy sx y
dt

α

α β

⎛ ⎞− + − −⎜ ⎟
= ⎜ ⎟
⎜ ⎟+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 22 (1 2 )
,

2

ds x sx
F dt

dst xy
dt

−⎛ ⎞−⎜ ⎟∂
= ⎜ ⎟

∂ ⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

2(1 2 ) 0
,

( , ) 2 1 2
sxF

x y sy sx

−⎛ ⎞−∂
= ⎜ ⎟∂ − −⎝ ⎠

 

2 2 1

2

2 2

( , , )
( , )

(1 2 ) (1 )(1 2 )

,2 (1 )(1 2 )

(1 2 ) (1 2 )

F X t x y
x y

ds x sx y sx sx
dt

ds xy sy sx sx
dt

sy sx y sx

α

α

α β

− −

∂
=

∂

⎛ ⎞− − + − −⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟− − − +⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟+ − + −⎝ ⎠

 

1

2 2 1

2

( , ) ( , (1 2 ) ,
(1 2 ))

(1 2 ) (1 )(1 2 )
.

(1 2 ) (1 2 )

X t F X t x sx
y sx

ds x sx y sx sx
dt
ds xy sy sx y sx
dt

α

α β

−

− −

− = − −
− =

⎛ ⎞− − − − −⎜ ⎟
= ⎜ ⎟
⎜ ⎟+ − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Начальное условие (1.2) также выполняется, 
поскольку (0) 0.s =  

Итак, функция (2.2) есть отражающая функ-
ция системы (2.1), а значит отображение за пери-
од [ ; ]ω ω−  этой системы имеет вид 

( , ) ( , , ).x y F x yωΠ = −  
В силу нечетности и 2ω -периодичности функ-
ции s  справедливы равенства ( ) ( )s sω ω− = −  и 

( ) ( 2 ) ( ),s s sω ω ω ω− = − + =  откуда ( ) 0,s ω− =  а 
значит,  

( , ) ( , , ) .
x

x y F x y
y

ω
⎛ ⎞

Π = − = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Таким образом, отображение за период 
[ ; ]ω ω−  системы (2.1) есть тождественное ото-
бражение в области своего определения. Теорема 
доказана. 
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