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Подгруппа H  называется модулярной в группе G,  если она является модулярным элементом (в смысле Куроша) ре-
шетки ( )L G  всех подгрупп группы G.  Модулярным ядром mGH  подгруппы H  в группе G  называется подгруппа, 
порожденная всеми теми подгруппами из H ,  которые модулярны в G.  В работе, используя понятие m -добавляемой 
подгруппы, которое является расширением понятий модулярной и добавляемой подгрупп соответственно, получен но-
вый признак p -нильпотентности группы. 
 
Ключевые слова: конечная группа, p -нильпотентная группа, модулярная подгруппа, модулярное ядро, m -добавляемая 
подгруппа, максимальная подгруппа, циклическая подгруппа, силовская p -подгруппа. 
 
A subgroup H  of a group G  is called modular in G  if H  is a modular element (in sense of Kurosh) of the lattice ( )L G  of 
all subgroups of G.  The subgroup of H  generated by all modular subgroups of G  contained in H  is called the modular core 
of H  and denoted by mGH .  In the paper a new criterion of the p -nilpotency of a group was obtained on the basis of the con-
cept of the m -supplemented subgroup which is the extension of concepts of modular and supplemented subgroups respec-
tively. 
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Введение 
Все рассматриваемые в данной работе 

группы конечны.  
Напомним, что подгруппа M  группы G  

называется модулярной подгруппой в G,  если 
выполняются следующие условия:  

(1) X M Z X M Z, ∩ = , ∩  для всех X G≤ ,  
Z G≤  таких, что X Z≤ ,  и  

(2) M Y Z M Y Z, ∩ = , ∩  для всех Y G≤ ,  
Z G≤  таких, что M Z≤ .   

Отметим, что модулярная подгруппа явля-
ется модулярным элементом (в смысле Куроша, 
[1, гл. 2, с. 43]) решетки всех подгрупп группы. 
Понятие модулярной подгруппы впервые анали-
зировалось в работе Р. Шмидта [2] и оказалось 
полезным в вопросах классификации составных 
групп. В частности, в монографии Р. Шмидта [1, 
гл. 5] модулярные подгруппы были использова-
ны для получения новых характеризаций раз-
личных классов групп. Подгруппа, порожденная 
двумя модулярными подгруппами, сама является 
модулярной (см. раздел 5.1 в [1]). Таким обра-
зом, каждая подгруппа H  группы G  обладает 
наибольшей содержащейся в ней модулярной 
подгруппой mGH  группы G.  Эту подгруппу 

mGH  называют модулярным ядром подгруппы 

H .  Базируясь на понятии модулярного ядра, в 
работе [3] было введено следующее обобщение 
понятия модулярной подгруппы.  

Определение. Подгруппа H  группы G  на-
зывается m -добавляемой в G,  если в G  суще-
ствует такая подгруппа K ,  что G HK=  и 

mGH K H∩ ≤ .   
Целью данной работы является доказатель-

ство следующей теоремы.  
Теорема. Пусть G  – группа и P  – силов-

ская p -подгруппа группы G,  где p  – простой 
делитель G| | .  Предположим, что по крайней 
мере одно из следующих утверждений выполня-
ется:  

(i) ( 1 ) 1p G− ,| | =  и каждая максимальная 
подгруппа из P,  не имеющая p -нильпотентного 
добавления в G,  является m -добавляемой в ;G   

(ii) ( 1 ) 1p G− ,| | =  и каждая циклическая 
подгруппа из P  простого порядка или порядка 4 
(если 2p =  и P  неабелева), не имеющая p -ниль-
потентного добавления в G,  является m -добав-
ляемой в G.   

Тогда G является p-нильпотентной группой.  
Мы докажем эту теорему в разделе 3. Ис-

пользуемая в статье терминология стандартна и 
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при необходимости мы отсылаем читателя к мо-
нографиям [4], [5], [6].  
 

1 Некоторые предварительные результаты  
Следующие известные свойства модулярных 

подгрупп будут использованы в данной работе.  
Лемма 1.1 [1, гл. 5, раздел 5.1]. Пусть G  – 

группа. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения:  

(а) если 1M  и 2M  являются модулярными в 
G  подгруппами, то 1 2M M,  – модулярная в G  
подгруппа;  

(b) если N  – нормальная в G  подгруппа, то 
N  является модулярной в G  подгруппой;  

(c) если N  – нормальная в G  подгруппа и 
M  – модулярная в G  подгруппа, то MN N/  – 
модулярная в G N/  подгруппа.  

Символом ( )Z GU  обозначают наибольшую 
нормальную подгруппу группы G,  у которой все 
G -главные факторы цикличны ( ( ) 1Z G = ,U  если 
в G  нет неединичных нормальных подгрупп с 
таким свойством).  

Лемма 1.2 [1, гл. 5, теорема 5.2.5]. Если под-
группа H  модулярна в G,  то 

( )G
G GH H Z G H/ ≤ / .U  

Общие свойства m -добавляемых подгрупп 
описывает следующая лемма.  

Лемма 1.3 [3]. Пусть G  – группа. Тогда 
справедливы следующие утверждения:  

(1) если H  является m -добавляемой в G  
подгруппой и H M G≤ ≤ ,  то H  является m -до-
бавляемой в M  подгруппой.  

(2) пусть N  – нормальная подгруппа в G  и 
N H≤ .  Тогда и только тогда H  является m -до-
бавляемой в G  подгруппой, когда H N/  являет-
ся m -добавляемой в G N/  подгруппой;  

(3) пусть N  – нормальная подгруппа груп-
пы G,  H  – m -добавляемая подгруппа в G  и 
( ) 1H N, = .  Тогда HN  – m -добавляемая под-
группа в G.   

Пусть F  – любой класс групп, содержащий 
все единичные группы. Тогда GF  используется 
для обозначения пересечения всех нормальных 
подгрупп N  группы G  таких, что G N/ ∈ .F  
Класс групп F  называется формацией, если либо 
= ∅,F  либо ≠ ∅F  и для каждой группы G  лю-

бой гомоморфный образ её фактор-группы 
G G/ F  принадлежит .F  Напомним, что форма-
ция F  называется насыщенной, если F  содер-
жит каждую группу G  такую, что ( )G G≤ Φ .F   

Лемма 1.4 [4, гл. VI, теорема 24.2]. Пусть 
F  – насыщенная формация и G  – минимальная 
не- F -группа с разрешимым F -корадикалом G .F  
Тогда:  

(а) P G= F  является p -группой для неко-
торого простого p  и P  – группа экспоненты 
p  или экспоненты 4 (если P  является неабеле-
вой 2-группой).  

(b) ( )P P/ Φ  – главный фактор группы G  и 
( ( )) ( ( ( )))GP P G C P P/ Φ / / Φ ∈ ./ F   

Лемма 1.5. Пусть L  – минимальная нор-
мальная подгруппа группы G  и ( )pL O G≤ .  Если 
некоторая минимальная подгруппа из L  являет-
ся m -добавляемой в G,  то L p= .   

Доказательство. Предположим, что L p> .  
Пусть R  – минимальная подгруппа в L  и R  
является m -добавляемой в G.  Тогда существует 
такая подгруппа T  в G,  что RT G=  и 

mGR T R∩ ≤ .  Предположим, что T G< .  Тогда 
G L T= ,  что влечет RT G≠ .  Это противоре-
чие показывает, что T G= .  Тогда mGR R=  – мо-
дулярная подгруппа в G.  Значит, по лемме 1.2, 

( )G
G GR R Z G R/ ≤ / .U  Но 1GR =  и 1GR ≠ .  Сле-

довательно, ( )GR Z G≤ U  и ( ) 1L Z G∩ ≠ ,U  что 
влечет ( )L Z G≤ .U  Значит, L p= .  Полученное 
противоречие завершает доказательство леммы.  

Лемма 1.6 [7]. Пусть P  – силовская p -под-
группа группы G.  Если каждая максимальная 
подгруппа из P  обладает p -нильпотентным 
дополнением в G,  то G  является p -нильпо-
тентной группой.  

Следующая лемма хорошо известна.  
Лемма 1.7. Пусть G  – группа, A B G, ≤  и 

G AB= .  Тогда xG AB=  для всех x G∈ .    
Пусть ( )L G  – решетка всех подгрупп груп-

пы G.  Если ( )X Y L G, ∈  и X Y≤ ,  то множество 
[ ] { ( ) }X Y Z L G X Z Y, = ∈ | ≤ ≤  называется ин-
тервалом.  

Лемма 1.8 [1, гл. 2, теорема 2.1.5]. Пусть G  
– группа, M  – ее подгруппа. Следующие свойст-
ва эквивалентны:  

(a) M  – модулярная подгруппа группы G;   
(b) для любой подгруппы A G≤  отображение 

[ ] [ ]A M A M A M A M X X Mφ , : ∩ , → , , ; ,6  
является изоморфизмом.  
 

2 Доказательство основной теоремы  
Предположим, что эта теорема неверна, и 

пусть G  – контрпример наименьшего порядка. 
Пусть N  – минимальная нормальная подгруппа 
группы G.   

(1) ( 1 ) 1p G− ,| | =  и каждая максимальная 
подгруппа из P,  не имеющая p -нильпотентного 
добавления в G,  является m -добавляемой в G.   
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Предположим, что это не так. Тогда по ус-
ловию ( 1 ) 1p G− ,| | =  и каждая циклическая под-
группа из P  простого порядка или порядка 4 
(если 2p =  и P  неабелева), не имеющая p-ниль-
потентного добавления в G,  является m -добав-
ляемой в G.  Так как G  не является p -нильпо-
тентной группой, и поэтому G  имеет p -замк-
нутую подгруппу Шмидта p qH H H=  соглас-
но [8, гл. IV, теорема 5.4]. Не нарушая общности, 
можем полагать, что pH P≤ .  Пусть ( )pHΦ = Φ .  
По лемме 1.4, pH / Φ  является нецентральным 
главным фактором группы H  и pH  является 
группой экспоненты p  или экспоненты 4 (если 

2p =  и pH  – неабелева). Значит, ,pH p/ Φ >  

поскольку ( 1 ) 1p H− ,| | = .  Это влечет, что P  – 
нециклическая группа. Пусть X / Φ  – мини-
мальная подгруппа в pH / Φ,  \x X∈ Φ  и 

L x= .  Тогда L p=  или 4L = .  Следователь-
но, L  является m -добавляемой подгруппой в G.  
Предположим, что mGL L≠ .  Тогда для некоторой 
собственной подгруппы T  из G  имеем LT G=  
и ( )H L T H= ∩ .  Понятно, что T H H∩ < .  Так 
как ( )HΦ ≤ Φ ,  получаем ( )T H HΦ ∩ < .  Пусть 

1L  – максимальная в L  подгруппа. Заметим, что 

1L ≤ Φ.  Значит, H T p: Φ = .  Следовательно, 

pH H T H T p/ Φ = / Φ :Φ / Φ = :Φ = .  Это про-

тиворечие показывает, что mGL L=  и L  является 
модулярной подгруппой в G.  Значит, 
L XΦ / Φ = / Φ  является модулярной подгруп-
пой в H / Φ  по лемме 1.1 (a)–(c). Следовательно, 
каждая минимальная подгруппа из pH / Φ  явля-
ется m -добавляемой в H / Φ.  Таким образом, 

pH p/ Φ =  по лемме 1.5. Полученное противо-
речие завершает доказательство (1).  

(2) Если ( )pN O G′≤  или N  абелева, то 
G N/  p -нильпотентна.  

Если P N≤ ,  то G N/  является p′ -группой, 
поэтому G N/  p -нильпотентна. Предположим 
теперь, что P N≤ ./  Ясно, что 

Syl ( )pPN N G N/ ∈ / .  
Пусть V N/  – максимальная подгруппа из 
PN N/ .  Тогда V WN=  для некоторой макси-
мальной  подгруппы  W  из P.  Если W  имеет 
p -нильпотентное добавление T  в G,  то 
TN N T T N/ / ∩�  является p -нильпотентным 
добавлением к V N/  в G N/ .  С другой стороны, 
если V  является m -добавляемой подгруппой в 
G,  то V N/  является m -добавляемой в G N/  

по лемме 1.3 (2) (3). Ввиду (1), условие теоремы 
выполняется для ,G N/  и поэтому G N/  p -ниль-
потентна по выбору группы G.   

(3) ( ) 1pO G′ = .  (Это следует из (2) и выбора 
группы G ).  

(4) Если P U G≤ < ,  то U  p-нильпотентна. 
Пусть V  – максимальная подгруппа из P,  

которая не имеет p -нильпотентного добавления 
в U .  Если V  имеет p -нильпотентное добавле-
ние T  в G,  то T U∩  является p -нильпотент-
ным добавлением к V  в U ,  что противоречит 
выбору V .  Поэтому V  не имеет p -нильпотент-
ного добавления в G  и V  является m -добавля-
емой в G.  Тогда V  является m -добавляемой в 
U  по лемме 1.3 (1). Условие теоремы выполня-
ется для ,U  и поэтому U  p -нильпотентна по 
выбору группы G.   

(5) G  является p -разрешимой группой.  
Ввиду (2), необходимо лишь показать, что в 

G  есть абелевая минимальная нормальная под-
группа. Предположим, что это не так. Тогда 

2p =  согласно теореме Фейта-Томсона о разре-
шимости групп нечетного порядка.  

Покажем, что для некоторой максимальной 
подгруппы V  из P  имеет место 1mGV ≠ .  Пред-
положим, что 1mGV =  для любой максимальной 
подгруппы V  из P.  Согласно условию, в G  
найдется такая подгруппа T ,  что G VT=  и либо 
T  является 2-нильпотентной группой, либо 

1mGV T V∩ ≤ = .  Во втором случае T  является 
дополнением  к  V  в ,G  и поэтому T  является 
2-нильпотентной группой [8, гл. IV, теорема 2.8], 
так как порядок силовской 2-подгруппы из T  
равняется 2. Применяя лемму 1.6, получаем, что 
G  является 2-нильпотентной группой. Получен-
ное противоречие показывает, что существуют 
такие максимальные в P  подгруппы V ,  что 

1mGV ≠ .  Пусть mGL V= .  Тогда по лемме 1.2 по-
лучаем, что ( )G

G GL L Z G L/ ≤ / .U  Предположим, 
что 1GL ≠ .  Пусть R  – минимальная нормальная 
в G  подгруппа и GR L≤ .  Тогда R  абелева. Это 
противоречие показывает, что 1GL = .  Поэтому 

( )GL Z G≤ ,U  а значит, ( ) 1Z G ≠ .U  Но ( )Z GU  – 
нормальная подгруппа в ,G  и она имеет цикли-
ческие G -главные факторы. Пусть R  – мини-
мальная нормальная подгруппа из G,  содержа-
щаяся в ( )Z G .U  Но тогда R  абелева, что проти-
воречит нашему предположению о группе G.  
Таким образом, утверждение (5) доказано.  

Заключительное противоречие. Пусть R  – 
произвольная минимальная нормальная под-
группа  группы  G.   Тогда ввиду (3) и (5), R  
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является p -подгруппой и, значит, G R/  являет-
ся p -нильпотентной группой согласно (2).  

Хорошо известно, что класс F  всех p -ниль-
потентных групп является насыщенной форма-
цией [8, с. 698]. Поэтому N  – единственная ми-
нимальная нормальная подгруппа из G,  

( )N G≤ Φ/  и G N/  является p -нильпотентной 
группой. Следовательно, G  – примитивная 
группа, и поэтому ( ) ( )GN C N F G= =  согласно 
[5, гл. А, теорема 15.2]. Пусть M  – максималь-
ная подгруппа из G  такая, что ,G N M=  и 
пусть Syl ( )p pM M∈ .  Так как M G N/�  p -ниль-
потентна,  то  M  имеет нормальную холлову 
p′ -подгруппу E.  Ввиду (3), ( )GM N E= .  Пусть 
V  – максимальная подгруппа из P  такая, что 

pM V≤  и N V≤ ./  Тогда ,VM G≠  и поэтому 
xVM G≠  для всех x G∈  по лемме 1.7. Действи-

тельно, 
p

V M V M N M
V M M
| || | | || |

= ≠| || |,
| ∩ | | |

 т. к. 
p

V
M
| |

=
| |

 

V N N=| ∩ |≠| | .  Предположим, что 1mGV = .  Со-
гласно условию, в G найдется такая подгруппа T, что 
G VT=  и либо T является p -нильпотентной 
группой, либо 1mGV T V∩ ≤ = .  Заметим, что во 
втором случае у подгруппы T  порядок силов-
ской p -подгруппы равен ,p  и поэтому T  явля-
ется p -нильпотентной группой, поскольку 
( 1 ) 1p G− ,| | = .  Пусть B  – p′ -холлова подгруппа 
из T .  Тогда B  – холлова p′ -подгруппа из G.  
Так как G  p -разрешима, то произвольные две 
холловы p′ -подгруппы из G  сопряжены по [8, 
гл. VI, теорема 1.7]. Значит, xE B=  для некоторо-
го x G∈  и Hall ( )x x

pE M′∈ .  Так как M  p -ниль-

потентна, то ( ) ( )x x
G GM N E N B= = .  Ввиду того 

что xE  нормальна в T ,  получаем ( )x
GT N E≤ =  

xM= .  Но тогда xVT G VM= = .  Полученное 
противоречие показывает, что 1mGL V= ≠ .  Со-
гласно лемме 1.2, 

( )G
G GL L Z G L/ ≤ / .U  

Предположим, что 1GL ≠ .  Тогда GN L≤ ,  а это 
влечёт N V≤ .  Полученное противоречие пока-
зывает, что 1GL = .  Значит, ( ),GL Z G≤ U  и поэто-
му ( ) 1Z G ≠ .U  Но тогда ( )N Z G≤ U  и N p| |= .  
Приходим к противоречию с ( 1 ) 1p G− ,| | = ,  ко-
торое завершает доказательство теоремы.  
 

3 Приложения основной теоремы  
Из доказанной выше теоремы вытекают сле-

дующие следствия.  

Следствие 3.1 [9]. Пусть G  – группа не-
четного порядка и пусть p  – наименьший про-
стой делитель G| | .  Если все максимальные под-
группы любой силовской p -подгруппы группы G  
являются добавляемыми в G,  то G  является 
p -нильпотентной группой.  

Напомним, что подгруппа H  группы G  на-
зывается c -нормальной [10] в G,  если сущест-
вует такая нормальная подгруппа T  из G,  что 
TH G=  и GH T H∩ ⊆ .   

Следствие 3.2 [11]. Пусть p  – наименьший 
простой делитель порядка группы G  и P  – си-
ловская p -подгруппа из G.  Если каждая макси-
мальная подгруппа из P  является c -нормальной 
в G,  то G  p -нильпотентна.  

Напомним, что подгруппа H  группы G  на-
зывается c -добавляемой [12] в G,  если сущест-
вует такая подгруппа K  из G,  что G HK=  и 

GH K H∩ ⊆ .   
Следствие 3.3 [13]. Пусть p  – простой де-

литель порядка  группы  G   и  P  – силовская  
p -подгруппа из G.  Если каждая максимальная 
подгруппа из P  является c -добавляемой в G  и 
( 1) 1G p| |, − = ,  то G  p -нильпотентна.  

В заключении мы построим пример, пока-
зывающий,  что  в  общем  случае  класс  всех 
m -добавляемых подгрупп группы является бо-
лее широким, чем класс всех ее модулярных под-
групп.  

Пример 3.4. Пусть 
4 2 2( ) 1G a b a b ab= , | = = =  

– группа диэдра порядка 8. Рассмотрим ее под-
группы 1H b=  и 2H ba= .  Ясно, что отобра-
жение 
 1 1 2 1 2 1 2 2[1 ] [ ] [ ] [ ]H H H H H H H H G, = , → , , = ,∩  
не является изоморфизмом. Значит, применяя 
лемму 1.8, подгруппы 1H  и 2H  не являются мо-
дулярными подгруппами группы G,  но легко за-
метить, что они являются m -добавляемыми в G.   
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