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Введение 
Вектор-матрицы над произвольным коль-

цом впервые были определены в [1], они обоб-
щают понятие m-адической матрицы Э. Поста 
[2]. Изучению различных свойств вектор-матриц 
посвящены работы [3]–[5]. В частности, в [3] 
введено понятие σ-согласованной вектор-матри-
цы, где σ – подстановка из Sk, и доказано [3, тео-
рема 6.1], что если подстановка σ удовлетворяет 
условию σl = σ, то подмножество M множества 
всех  k-компонентных  вектор-матриц  над   ас-
социативным кольцом, замкнутое относительно 
l-арной операции [ ]l, σ, k, является l-арной полу-
группой, в которой все вектор-матрицы имеют 
один и тот же размер и согласованы с подстанов-
кой σ. Изучению операции [ ]l, σ, k, определенной 
в [6], посвящена также книга [7]. 

В данной  статье  продолжено  начатое  в  
[3] изучение свойств σ-согласованных вектор-
матриц.  

Приведем вначале определения некоторых 
понятий, встречающихся в работе. 

n-Арный группоид < A, [ ] >, в котором для 
любого i = 1, 2, …, n – 1 выполняется тождество 

[[a1 … an]an+1 … a2n–1] = 
= [a1 … ai[ai+1 … ai+n]ai+n+1 … a2n–1], 

называют n-арной полугруппой, а n-арную опера-
цию [ ] в этом случае называют ассоциативной. 

n-Арную  полугруппу  < A, [ ] >  называют 
n-арной группой, если в ней для всех 
а1, ..., аn, b ∈ A разрешимы уравнения  

[xa2 … an ] = b, [a1 … an–1y] = b. 
Элемент a n-арного группоида < A, [ ] > на-

зывают: 
1) идемпотентом, если [ ...

n

a a ] = a; 

2) нулем, если для всех x1, …, xn–1 ∈ A верно 
[ax1 … xn–1] = [x1ax2 … xn–1] = … 

… = [x1 … xn–1a] = a; 
3) единицей, если для любого x ∈ A верно 
[x

1

...
n

a a
−

] = [ax
2

...
n

a a
−

] = … = [
1

...
n

a a
−

x] = x. 

Понятно, что n-арный группоид не может 
иметь   более  одного  нуля,  а  всякая  единица  
n-арного группоида является его идемпотентом.  

Элемент a n-арного группоида < A, [ ] > с 
нулем 0 называют его i-ым делителем нуля, где 
i ∈ {1, …, n}, если существуют b1, …, bi–1, 
bi+1, …, bn ∈ A, отличные от нуля, такие, что  

[b1 … bi–1abi+1 … bn] = 0. 
Если элемент a является i-ым делителем ну-

ля для каждого i ∈ {1, …, n}, то a называют де-
лителем нуля в < A, [ ] >. 

Понятно, что сам нуль является делителем 
нуля. 

Если в n-арном группоиде < A, [ ] > для лю-
бой подстановки σ множества {1, 2, …, n} вы-
полняется тождество 

[a1a2 … an] = [aσ(1)aσ(2) … aσ(n)], 
то  n-арный  группоид  < A, [ ] >  называют абе-
левым. 

n-Арный группоид < A, [ ] >, в котором вы-
полняется тождество 

[aa1 … an–2b] = [ba1 … an–2a], 
называют полуабелевым.  

Более подробную информацию об n-арных 
полугруппах и n-арных группах можно найти в 
[2], [8]–[10]. 

Универсальная алгебра < A, +, [ ] > с бинар-
ной операцией + и n-арной операцией [ ]: An → A 
называется (2, n)-кольцом [11], [12], если выпол-
няются следующие условия: 

1) < A, + > – абелева группа; 
2) в < A, +, [ ] > для любого i = 1, …, n вы-

полняется тождество дистрибутивности 
[a1 … ai–1(b1 + b2)ai+1 … an] = 

МАТЕМАТИКА
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= [a1 … ai–1b1ai+1 … an] + [a1 … ai–1b2ai+1 … an]. 
При n = 2 определение (2, n)-кольца пре-

вращается в определение обычного кольца. 
Линейное пространство A над полем P с оп-

ределенной на этом пространстве n-арной опера-
цией [ ] называется (2, n)-алгеброй над P, если 
выполняются следующие условия: 

1) для любого λ ∈ P и любых a1, …, an ∈ A 
верно 

λ[a1 … an] = [(λa1)a2 … an] = 
= [a1(λa2)a3 … an] = … = [a1 … an–1(λan)]; 
2) n-арная  операция [ ] дистрибутивна от-

носительно операции + сложения векторов, то 
есть  в  A для любого i = 1, …, n выполняется 
тождество дистрибутивности из определения 
(2, n)-кольца. 

Ясно, что при n = 2 определение (2, n)-ал-
гебры над полем P совпадает с определением 
обычной бинарной алгебры. 

(2, n)-Кольцо называется ассоциативным, 
если определенная на нем n-арная операция ас-
социативна. Аналогично определяется ассоциа-
тивная (2, n)-алгебра. 
 

1 Используемые результаты 
Вектор-матрицей размера  

(m1 × n1, …, mk × nk) 
над кольцом P называется [1, определение 1] 
всякий упорядоченный набор A = (A1, …, Ak) 
матриц A1, …, Ak размеров m1 × n1, …, mk × nk с 
элементами из P. Вектор-матрица, у которой 
квадратные компоненты A1, …, Ak имеют поряд-
ки n1, …, nk, называется [1] квадратной вектор-
матрицей порядка (n1, …, nk). Вектор-матрица, у 
которой все компоненты A1, …, Ak – квадратные 
матрицы одного и того же порядка n, называется 
[1] квадратной вектор-матрицей порядка n. 

Множество всех k-компонентных вектор-
матриц над P обозначается символом M(k, P), а 
множество всех k-компонентных вектор-матриц 
размера (m1 × n1, …, mk × nk) над P – символом 
M

1 1 , , k km n m n× ×… (P). Символ 
1, , ( )

kn n PM …  использу-
ется для обозначения множества всех k-компо-
нентных вектор-матриц порядка (n1, …, nk) над P, 
а символ Mn(k, P) – для обозначения всех k-
компонентных квадратных вектор-матриц по-
рядка n над P. 

Определение вектор-матрицы обобщает по-
нятие m-адической (m-арной) матрицы Э. Поста 
[2], которую он определил как упорядоченный 
набор m – 1 квадратных матриц одного и того же 
порядка над полем комплексных чисел. 

В [1, определение 4] для всех k ≥ 2, l ≥ 2 и 
любой подстановки σ ∈ Sk на множестве M(k, P) 
всех  k-компонентных вектор-матриц над ассо-
циативным  кольцом  P  определена  частичная  
l-арная операция [ ]l, σ, k и доказана  
 Теорема 1.1  [1, теорема 1]. Пусть 

Am = (Am1, …, Amk), m = 1, …, 2l – 1 

– k-компонентные вектор-матрицы над ассо-
циативным кольцом P, σ – подстановка из Sk, 
удовлетворяющая условию σl = σ. Тогда, если для 
некоторого i = 0, 1, …, l – 1 определена k-компо-
нентная вектор-матрица 

[A1 … Ai[Ai+1 … Ai+l]l, σ, k Ai+l+1 … A2l–1]l, σ, k, 
то для любого j = 0, 1, …, l – 1 определена k-ком-
понентная вектор-матрица 

[A1 … Aj[Aj+1 … Aj+l]l, σ, k Aj+l+1 … A2l–1]l, σ, k, 
и верно равенство 

[A1 … Ai[Ai+1 … Ai+l]l, σ, k Ai+l+1 … A2l–1]l, σ, k = 
= [A1 … Aj[Aj+1 … Aj+l]l, σ, k Aj+l+1 … A2l–1]l, σ, k. 

Согласно теореме 1.1, если P – ассоциатив-
ное кольцо, а подстановка σl–1 – тождественная, 
то на множестве М(k, P) определена частичная 
ассоциативная l-арная операция [ ]l, σ, k, то есть 
М(k, P), рассматриваемое вместе с этой l-арной 
операцией, является частичной l-арной полу-
группой. 

Из теоремы 1.1 вытекает 
 Предложение 1.1. Если  P – ассоциативное 
кольцо, подстановка σ ∈ Sk удовлетворяет усло-
вию σl = σ, то < Мn(k, P), [ ]l, σ, k > – l-арная полу-
группа. 
 Во множестве Mn(k, P), где P – ассоциатив-
ное коммутативное кольцо с единицей, выделим 
подмножество GLn(k, P) всех k-компонентных 
квадратных вектор-матриц порядка n над P, у 
которых все компоненты обратимы в кольце 
Mn(P). Ясно, что обратимость компонент в Mn(P) 
можно заменить обратимостью определителей 
этих компонент в P. 

Теорема 1.2 [4, теорема 4.2]. Если подста-
новка σ ∈ Sk удовлетворяет условию σl = σ, то 
< GLn(k, P), [ ]l, σ, k > – l-арная группа. В частно-
сти, < GLn(k, P), [ ]k+1, (12 … k), k > – (k + 1)-арная 
группа. 

l-Арную группу < GLn(k, P), [ ]l, σ, k > по ана-
логии с бинарным случаем естественно называть 
полной линейной l-арной группой, соответст-
вующей данным k и σ. 

Во множестве GLn(k, P) выделим подмно-
жество SLn(k, P) всех k-компонентных вектор-
матриц, у которых определитель каждой компо-
ненты равен единице кольца P. Так как множест-
во SLn(k, P) совпадает с k-ой декартовой степе-
нью специальной линейной группы SLn(P), то, 
применяя теорему 2.9.3 [7], получим следующий 
результат. 

Предложение 1.2. Если подстановка σ ∈ Sk 
удовлетворяет условию σl = σ, то множество 
SLn(k, P) замкнуто  относительно  l-арной опе-
рации [ ]l, σ, k, а универсальная алгебра 
< SLn(k, P), [ ]l, σ, k > является l-арной группой. 

l-Арную группу < SLn(k, P), [ ]l, σ, k > по ана-
логии с бинарным случаем назовем специальной 
линейной l-арной группой, соответствующей 
данным k и σ. 
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Так как множество Mn(k, P) совпадает с k-ой 
декартовой степенью мультипликативной полу-
группы Mn(P), которая при n > 1 неабелева, то, 
ввиду предложения 3.5.4 из [7], имеет место 

Предложение 1.3. Если P – ассоциативное 
кольцо с единицей, подстановка σ ∈ Sk удовле-
творяет условию σl = σ, то l-арная полугруппа 
Mn(k, P) при n > 1 не является полуабелевой. В 
частности, она не является абелевой. 

Для всякой подстановки σ ∈ Sk положим: 
σ = σ1 … σpσp+1 … σq                            (1.1) 

– разложение σ в произведение независимых 
циклов, где σp+1, …, σq – все циклы длины 1; 

X1 = {i11, …, 
11li }, …, Xp = {ip1, …, 

ppli }, 

Xp+1 = {ip+1}, …, Xq = {lq}             (1.2) 
– σ-орбиты, соответствующие циклам σ1, …, σp, 
σp+1, …, σq. Длина цикла σr (r = 1, …, q) обозна-
чается через lr. В частности, lp+1 = … = lq = 1. 

Определение 1.1 [3, определение 3.1]. Упо-
рядоченный набор пар ((m1, n1), …, (mk, nk)) це-
лых положительных чисел называется σ-согла-
сованным или согласованным с подстановкой 
σ ∈ Sk, имеющей разложение (1.1), если: 

1) для каждой орбиты Xr = {ir1, …, 
rrli }, где 

r = 1, …, p, и любого ее элемента irs, где 
s = 1, …, lr, верны равенства 

2( ) ( ) ( )
, , ,

rs rs rs rs
i i i i

n m n mσ σ σ
= = …  

…, 2 1 1( ) ( ) ( )
, ;l l lr r r rsrs rs rs

ii i i
n m n m

σ σ σ− − −= =     (1.3) 

2) 
1 1

, , .
p p q qi i i im n m n

+ +
= =…  

Замечание 1.1. Если условие 1) определе-
ния 1.1 распространить на одноэлементные цик-
лы, то для орбит  

Xp+1 = {ip+1}, …, Xq = {iq} 
равенства (1.3) примут вид 

1 1 1 01 1 11 11 ( ) ( )( )
,lp p pp pp

i ii ii
n n n n m

σ σσ − −+ + ++ ++

= = = = …  

1 1 1 0( ) ( )( )
, .lq q qq qq

i ii ii
n n n n m

σ σσ − −= = = =…  

Таким образом, в определении 1.1 можно обой-
тись без условия 2), если в условии 1) считать 
r = 1, …, q. 

Замечание 1.2. Можно показать [3], что из 
выполнимости условия (1.3) для некоторого 
irs ∈ Xr следует его выполнимость для любого 
irs ∈ Xr. 

Теорема 1.3 [3, теорема 4.1]. Пусть P –
ассоциативное кольцо, упорядоченный набор 
((m1, n1), …, (mk, nk)) согласован с подстановкой 
σ ∈ Sk, удовлетворяющей условию σl = σ. Тогда 
множество M

1 1 , , k km n m n× ×… (P) замкнуто относи-

тельно l-арной операции [ ]l, σ, k, а универсальная 
алгебра   < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k >   является   
l-арной полугруппой. 

Приведем критерий σ-согласованности век-
тор-матрицы. 

Теорема 1.4. Если подстановка σ ∈ Sk удов-
летворяет условию σl = σ, то вектор-матрица 

A = (A1,  …, Ak) ∈ M(k, P) 
над ассоциативным кольцом P является σ-сог-
ласованной тогда и только тогда, когда опреде-
лена вектор-матрица [

l

A A… ]l, σ, k. 

Доказательство. Пусть (m1 × n1, …, mk × nk) 
– размер вектор-матрицы A = (A1,  …, Ak). 

Необходимость. Следует из теоремы 1.3. 
Достаточность. Пусть для подстановки σ 

имеет место разложение (1.1) с σ-орбитами (1.2), 
и пусть [

l

A A… ]l, σ, k = {Υ1, …Yk}, 

где 
Υj = AjAσ(j) … 2 1( ) ( )l lj j

A A
σ σ− − , j = 1, …, k.   (1.4) 

В частности, это верно для любого элемента j из 
любой σ-орбиты Xr (r = 1, …, p) с числом элемен-
тов lr, большим единицы. Так как lr < l = tlr + 1, 
то, выписав первые lr + 1 компонент из правой 
части (1.4), видим, что существует произведение 

AjAσ(j) 2 ( )j
A

σ
 … 2 1( ) ( ) ( )l l lr r rj j j

A A A
σ σ σ− − . 

Это означает, что для вектор-матрицы A, имею-
щей размер (m1 × n1, …, mk × nk), верно  

nj = mσ(j), nσ(j) =  
2 ( )

,
j

m
σ

= 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )
, ,l l l lr r r rj j j j
n m n m

σ σ σ σ− − −= =… , 

а так как rlσ  – тождественная подстановка, то 
последние равенства принимают вид 

nj = mσ(j), nσ(j) =  
2 ( )

,
j

m
σ

= 2 1 1( ) ( ) ( )
, ,l l lr r r jj j j
n m n m

σ σ σ− − −= =… . 

Таким образом, выполняется условие 1) опреде-
ления 1.1. 

Если j – элемент из любой σ-орбиты Xr 

(r = p + 1, …, q) с числом элементов, равным 
единице, то (1.4) принимает вид Υj = j j

l

A A… . В 

частности, определено произведение AjAj, откуда 
следует совпадение размеров матрицы Aj. Таким 
образом, условие 2) определения 1.1 также вы-
полняется. Следовательно, набор ((m1, n1), …, 
(mk, nk)) согласован с подстановкой σ. Теорема 
доказана. 

 
2 Перестановочность элементов в l-арной 

полугруппе < М × ×… k km n , , m n1 1
(P), [ ]l, σ, k > 

Положим, 1 ≤ μ ≤ min{m1, n1, …, mk, nk}, и 
выделим во множестве М

1 1 , , k km n m n× ×… (P) подмно-

жество 
1 1

(μ)
, , ( )

k km n m n P× ×M  всех вектор-матриц 
вида 

A = 1
1

0 0
, ,

0 0 0 0
k

k

B B
A A

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
… , 

где B1, …, Bk – квадратные матрицы порядка μ 
над P: 
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M(μ) = {A = 1 0 0
, ,

0 0 0 0
kB B⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

… ⎪ 

A ∈ М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), B1 … Bk ∈ Mμ(P)}, 

где для сокращения записей использовано обо-
значение M(μ) = 

1 1

(μ)
, , ( )

k km n m n P× ×M , которое ино-
гда будет употребляться, если из контекста ясно, 
о чем идет речь. 

Предложение 2.1. Пусть P – ассоциатив-
ное кольцо, набор ((m1, n1), …, (mk, nk)) согласо-
ван с подстановкой σ ∈ Sk, удовлетворяющей 
условию σl = σ,  

1 ≤ μ ≤ min{m1, n1, …, mk, nk}. 
Тогда множество M(μ) замкнуто относительно 
l-арной операции [ ]l, σ, k, а универсальная алгебра 
< M(μ), [ ]l, σ, k > является l-арной полугруппой, 
изоморфной l-арной полугруппе < Mμ(k, P), 
[ ]l, σ, k >. 

Доказательство. Заметим, что по теореме 
1.3 < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k > – l-арная полу-
группа. Пусть 

Ai = 1
1

0 0
, , ,

0 0 0 0
i ik

i ik

B B
A A

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
…  i = 1, …, l 

– произвольные вектор-матрицы из M(μ), 
A = [A1 … Al]l, σ, k = (Y1, …, Yk). 

Согласно определению операции [ ]l, σ, k и ввиду 
тождественности подстановки σl–1, имеем 

Yj = A1jA2σ(j) … 2( 1) ( )l ljl j
A A

σ −−
, j = 1, …, k, 

откуда получаем Yj = 
0

,
0 0

jD⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 где 

B1jB2σ(j) … 2( 1) ( )l lj jl j
B B D

σ −−
=  ∈ < Mμ(P). 

Таким образом, 

A = 1 0 0
, ,

0 0 0 0
kD D⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

…  ∈ M(μ). 

Следовательно, множество M(μ) замкнуто 
относительно l-арной операции, а универсальная 
алгебра < M(μ), [ ]l, σ, k > является l-арной полу-
группой. 

Определим отображение f : M(μ) → Mμ(k, P) 
по правилу 

f : U = 1 0 0
, ,

0 0 0 0
kV V⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

… →f(U) = (V1, …, Vk). 

Ясно, что f – биекция M(μ) на Mμ(k, P). Так как  
f([A1…Ak]l, σ, k) = f(A) = f(Y1,…,Yk)=(D1,…,Dk) = 

=(B11B2σ(1)… 2 21 1 2σ( )( 1)σ (1) ( 1)σ ( )
, , )l ll k k lkl l k

B B B B B B− −− −
=… …  

= [(B11, …, B1k) … (Bl1, …, Blk)]l, σ, k = 
= [f(A1) … f(Ak)]l, σ, k, 

то есть 
f([A1 … Ak]l, σ, k) = [f(A1) … f(Ak)]l, σ, k, 

то f – изоморфизм l-арной полугруппы 
< M(μ), [ ]l, σ, k > на l-арную полугруппу 
< Mμ(k, P), [ ]l, σ, k >. Предложение доказано. 

Теорема 2.1. Пусть P – ассоциативное 
кольцо с единицей, набор ((m1, n1), …, (mk, nk)) 
согласован с подстановкой σ ∈ Sk, удовлетво-
ряющей условию σl = σ,  

min{m1, n1, …, mk, nk} ≥ 2. 
Тогда l-арная полугруппа < M

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

[ ]l, σ, k > не является полуабелевой 
Доказательство. По предложению 1.3 l-ар-

ная полугруппа < Mμ(k, P), [ ]l, σ, k >, где 
2 ≤ μ ≤ min{m1, n1, …, mk, nk}, 

не является полуабелевой, но тогда, ввиду пред-
ложения 2.1, неполуабелевой будет и изоморф-
ная ей l-арная полугруппа < M(μ), [ ]l, σ, k >. А так 
как M(μ) ⊆ M

1 1 , , k km n m n× ×… (P), то l-арная полугруп-

па < M
1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k > также не является 

полуабелевой. Теорема доказана. 
Далее в следствиях 2.1–2.5 P – ассоциатив-

ное кольцо с единицей. Кроме того, в следствиях 
2.1–2.3  

min{m1, n1, …, mk, nk} ≥ 2. 
Следствие 2.1. Если набор  

((m1 ×n1), …, (mk × nk)) 
согласован с подстановкой σ ∈ Sk порядка d, то  
(d + 1)-арная полугруппа < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

[ ]d+1, σ, k > не является полуабелевой. 
Следствие 2.2. Если σ – цикл длины k из Sk,  

n1 = mσ(1), nσ(1) = 2(1)
, ,m

σ
… 2 1 1 1(1) (1) (1)

, ,k k kn m n m
σ σ σ− − −= =  

то (k + 1)-арная полугруппа < М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

[ ]k+1, σ, k > не является полуабелевой. 
Следствие 2.3. Если 

n1 = m2, n2 = m3, …, nk–1 = mk, nk = m1, 
то (k + 1)-арная полугруппа < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 
[ ]k+1, (12 … k), k > не является полуабелевой. 

Следствие 2.4. Если min{m, s, r} ≥ 2, то 4-
арная полугруппа 

< Mm × s, s × r, r × m(P), [ ]4, (123), 3 > 
не является полуабелевой. 

Следствие 2.5. Если min{m, n} ≥ 2, то тер-
нарная полугруппа < Mm × n, n × m(P), [ ]3, (12), 2 > не 
является полуабелевой. 

Справедливость следующей леммы уста-
навливается простой проверкой. 

Лемма 2.1.  Пусть полугруппа P содержит 
единицу и элемент, отличный от единицы. Если 
σ – тождественная подстановка из Sk, то l-
арный группоид < Pk, [ ]l, σ, k > является абелевым 
тогда и только тогда, когда полугруппа P ком-
мутативна. 

Теорема 2.2. Если P – ассоциативное кольцо 
с единицей, набор 

((m1 ×n1), …, (mk × nk)) 
согласован с подстановкой σ ∈ Sk, удовлетво-
ряющей условию σl = σ, то l-арная полугруппа 
< М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k > является абелевой 
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тогда и только тогда, когда σ – тождествен-
ная подстановка, m1 = n1 = … = mk = nk = 1, P – 
коммутативное кольцо. 

Доказательство. Необходимость. Если σ – 
нетождественная подстановка, то по предложе-
нию 3.5.1 [7] l-арная полугруппа 
< М1(k, P) = Pk, [ ]l, σ, k > не является абелевой, 
откуда, ввиду предложения 2.1, следует неабеле-
вость изоморфной ей l-арной полугруппы 
< М(1), [ ]l, σ, k >. А так как М(1) ⊆ М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

то l-арная полугруппа < М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k > 

также не является абелевой, что противоречит 
условию. Следовательно, σ – тождественная под-
становка. 

Согласно предложению 3.8 [3], вектор-
матрица согласована с тождественной подста-
новкой тогда и только тогда, когда все ее компо-
ненты являются квадратными матрицами. Таким 
образом, m1 = n1, …, mk = nk, 

М
1 1 , , ( )

k km n m n P× ×…  = М
1 , , ( ).

kn n P…  
Предположим, что nj > 1 для некоторого 

j ∈ {1, …, k}, и положим  
A = 

1 1 1
( , , , , , , ),

j j kn n n nE E A E E
− +

… …  

B = 
1 1 1

( , , , , , , ),
j j kn n n nE E B E E
− +

… …  

E = 
1

( , , ),
kn nE E…  

где A, B ∈ ( ),
jn PM  AB ≠ BA, а 

1
, ,

kn nE E…  – еди-
ничные матрицы соответствующих размеров. 
Так как, ввиду тождественности подстановки σ, 

, σ,

2

[ ]l k

l−

ABE E…  = 
1 1 1

( , , , , , , ),
j j kn n n nE E AB E E
− +

… …  

, σ,

2

[ ]l k

l−

BAE E…  = 
1 1 1

( , , , , , , ),
j j kn n n nE E BA E E
− +

… …  

то, учитывая AB ≠ BA, получим 
, σ,

2

[ ]l k

l−

ABE E…  ≠ , σ,

2

[ ] ,l k

l−

BAE E…  

что противоречит абелевости l-арной полугруп-
пы < 

1, , , σ,( ), [ ]
kn n l kPМ … >. Следовательно, nj = 1 

для любого j ∈ {1, …, k}, то есть 
1, , ( )

kn n PМ …  = Pk. Осталось применить лемму 2.1, 
согласно которой P – коммутативное кольцо.  

Достаточность. Используется лемма 2.1. 
Теорема доказана. 

 
3 Отсутствие единиц в l-арной полугруп-

пе <М × ×… k km n , , m n1 1
(P), [ ]l, σ, k > 

Теорема 3.1. Пусть P – ассоциативное 
кольцо, набор ((m1 ×n1), …, (mk × nk)) согласован с 
нетождественной подстановкой σ ∈ Sk, удовле-
творяющей условию σl = σ. Тогда в l-арной полу-
группе < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k > нет единиц. 

Доказательство. По условию σ(j) ≠ j для 
некоторого j ∈ {1, …, k}.  Предположим,  что 
вектор-матрица     I = (I1, I2, …, Ik) –  единица   в 

< М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k >. Тогда 

, ,[ ]l k
l

σ =I I I…  = (I1, …, Ij, …, Ik), 

откуда, согласно определению операции 
[ ]l, σ, k, получаем 

IjIσ(j) 2 1( ) ( )
.l jj j

I I I
σ σ − =…                 (3.1) 

Рассмотрим вектор-матрицу 
(I1, …, Ij–1, A, Ij +1, …, Ik) = (B1, …, Bk) 

из М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), где матрица A размера mj × nj 

отлична от матрицы Ij того же размера. 
Так как I – единица в < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

[ ]l, σ, k >, то 
(I(I1, …, Ij, A, Ij +1, …, Ik) , σ,

2

]l k
l−

=I I…  

= (I1, …, Ij–1, A, Ij +1, …, Ik), 
откуда, снова применяя определение операции 
[ ]l, σ, k, получим 

IjBσ(j) 2 1( ) ( )lj j
I I A

σ σ − = .                (3.2) 

Так как при t ≠ j верно Bt = It, то для σ(j) ≠ j име-
ем Bσ(j) = Iσ(j). Поэтому (3.2) может быть перепи-
сано в виде 

IjIσ(j) 2 1( ) ( )
.lj j

I I A
σ σ − =                 (3.3) 

Из (3.1) и (3.3) вытекает, A = Ij, что противоречит 
выбору A ≠ Ij. Таким образом, предположение о 
наличии единиц в < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k > 
неверно. Теорема доказана. 

Далее в следствиях 3.1–3.5 P – ассоциатив-
ное кольцо. 

Следствие 3.1. Если набор  
((m1 ×n1), …, (mk × nk)) 

согласован с нетождественной подстановкой 
σ ∈ Sk порядка d, то в (d + 1)-арной полугруппе 
< М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]d+1, σ, k > нет единиц. 

Следствие 3.2. Пусть σ – цикл длины k из 
Sk, числа m1, n1, …, mk, nk удовлетворяют равен-
ствам из следствия 2.2. Тогда в (k + 1)-арной 
полугруппе 

< М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]k+1, σ, k > 

нет единиц. 
Следствие 3.3. Пусть числа m1, n1, …, mk, nk 

удовлетворяют равенствам из следствия 2.3. 
Тогда в (k + 1)-арной полугруппе  

< М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]k+1, (12 … k), k > 

нет единиц. 
Следствие 3.4. В 4-арной полугруппе 

< Mm × s, s × r, r × m(P), [ ]4, (123), 3 > нет единиц. 
Следствие 3.5. В тернарной полугруппе 

< Mm × n, n × m(P), [ ]3, (12), 2 > нет единиц. 
Замечание 3.1. При доказательстве теоремы 

3.1 условие σl = σ не использовалось. Это усло-
вие, согласно теореме 1.3, обеспечивает ассоциа-
тивность операции [ ]l, σ, k. 
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4 Делители нуля в l-арной полугруппе 
< М × ×… k km n , , m n1 1

(P), [ ]l, σ, k > 

 Суммой вектор-матриц A = (A1, …, Ak) и 
B = (B1, …, Bk) одинаковых размеров называется 
вектор-матрица  

A + B = (A1 + B1, …, Ak + Bk) 
того же размера. 

Замечание 4.1. Так как множество 
М

1 1 , , k km n m n× ×… (P) совпадает с декартовым произ-
ведением 

1 1
( ) ( ),

k km n m nP P× ×× ×M M…  
в котором каждый сомножитель является абеле-
вой группой относительно операции сложения 
матриц, то множество 

1 1
, , ( ),

k km n m n P× ×M …  рас-
сматриваемое вместе с операцией сложения век-
тор-матриц, является абелевой группой. Ясно, 
что вектор-матрица 

0 = 
1 1

(0 , , 0 ),
k km n m n× ×…  

где все компоненты – нулевые матрицы указан-
ных размеров, является нулем этой абелевой 
группы < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), + >. 
Теорема 4.1. Пусть P – ассоциативное 

кольцо, набор ((m1 ×n1), …, (mk × nk)) согласован с 
подстановкой σ ∈ Sk, удовлетворяющей условию 
σl = σ. Тогда 0 – нуль l-арной полугруппы 
< М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k >. Если к тому же σ – 

нетождественная подстановка, l ≥ 3, то в этой 
l-арной полугруппе все элементы являются де-
лителями ее нуля. 

Доказательство. Зафиксируем i ∈ {1,2,…,l} 
и положим 

[A1 … Ai–1AiAi+1 … Al]l, σ, k = (Y1, Y2, …, Yk), 
где 
At = (At1, …, Atk) ∈ М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), t = 1, 2, …, l, 

Ai1 = 
1 1

0 , , 0 ,
k km n ik m nA× ×=…  

то есть  
Ai = 0 = 

1 1
(0 , , 0 ).

k km n m n× ×…  

Согласно определению операции [ ]l, σ, k,  
Yj = A1jA2σ(j) … 

… 2 1 1( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )i i i li j i j i j l j
A A A A

σ σ σ σ− − −− +
=…  

= A1jA2σ(j) … 2 1 1( ) ( )( 1) ( )
0i i ij j

m ni j
A

σ σσ −
− −×−

1( 1) ( ) ( )
0i l j jm ni j l j

A A
σ σ − ×+

=…  

для любого j ∈ {1, 2, …, k}. Тем самым доказано 
равенство 

[A1 … Ai–10Ai+1 … Al]l, σ, k = 0, I = 1, 2, …, l. 
Следовательно, 0 – нуль l-арной полугруппы 
< М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k >. 

Пусть теперь l ≥ 3, i ∈ {1, …, l}, 
C = (С1, …, Ck) – произвольная вектор-матрица 
из М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

[A1 … Ai–1CAi+1 … Al]l, σ, k = (Z1, Z2, …, Zk), 

где 
At = (At1, At2, …, Atk) ∈ М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

t ∈ {1, …, i – 1, i +1, …, l}. 
Если i ≥ 3, то положим 

A1=(A11 = 
1 1 1 11( 1) 10 , , 0 , 0

k k k km n k m n k m nA A
− −× − × ×= ≠… ), 

A2 = (A21, A22, …, A2k) ≠ 0, A2σ(k) = 
σ ( ) σ ( )

0
k km n× , 

As ≠ 0, s ∈ {3, …, i – 1, i + 1, …, l). 
Тогда для j = 1, …, k – 1 имеем 
Zj = A1jA2σ(j) … 2 1 1( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )i i i li j j i j l j

A C A A
σ σ σ σ− − −− +

…  = 

= 22 ( ) ( 1) ( )
0 ij jm n j i j

A Aσ σ −× −
…  

1 1( ) ( 1) ( ) ( )
0 ,i i i j jm nj i j l j

C A A
σ σ σ− − ×+

=…  

а для j = k имеем 
Zk = A1kA2σ(k) 2 23 ( ) ( 1) ( )ik i k

A A
σ σ −−

…  

1 1( ) ( 1) ( ) ( )i i lk i k l k
C A A

σ σ σ− −+
…  = 

= 2 2( ) ( )1 3 ( ) ( 1) ( )
0 ik kk m n k i k

A A A
σ σ σ σ −× −

…  

1 1( ) ( 1) ( ) ( )
0i i i k km nk i k l k

C A A
σ σ σ− − ×+

=… . 

Таким образом, если i ≥ 3, то  
[A1 … Ai–1CAi+1 … Al]l, σ, k = 0, (4.1) 

где все вектор-матрицы A1, …, Ai–1, Ai+1, …, Al 
отличны от нуля 0. 

Если i = 2, то положим A1 таким же, как в 
случае i ≥ 3, в A3 ≠ 0 компонента 23 ( )k

A
σ

 равна 

нулевой матрице 
2 2( ) ( )

0 ,
k k

m n
σ σ

×  вектор-матрицы 

A4, …, Al отличны от 0. Тогда снова 
Z1 = 

1 1
0m n× , …, Zk–1 = 

11
0

−− × kk nm , 

и, кроме того, 
Zk = A1kCσ(k) 2 3 13σ ( ) 4σ ( ) σ ( )lk k l k

A A A −…  =  

= A1kCσ(k) 3 12 2( ) ( ) 4 ( ) ( )
0 0l k kk k

m n m nk l k
A A

σ σ σ σ −× ×=… . 

Таким образом, для i = 2 равенство (4.1) также 
верно. 

Если i = 1, то положим 
A2σ(1) = 

(1) (1) 2 ( 1)0 , ,m n kA
σ σ σ× − =…

( 1) ( 1)
0 ,

k km nσ σ− −×  

( ) ( )2 ( ) 0
k kk m nA

σ σσ ×≠ , 

A3, …, Al такие же, как и в случае i = 2. Тогда для 
j = 1, …, k – 1 имеем 

Zj = CjA2σ(j) 2 13 ( ) ( )lj l j
A A

σ σ − =…  

= 2 1( ) ( ) 3 ( ) ( )
0 0 ,lj j j jj m n m nj l j

C A A
σ σ σ σ −× ×=…  

а для j = k имеем 
Zk = CkA2σ(k) 2 2 13 ( ) 4 ( ) ( )lk k l k

A A A
σ σ σ − =…  

= 3 1
2 2( ) ( )

2 ( ) 4 ( ) ( )
0 0l

k kk k
k k m n m nk l k

C A A A
σ σ

σ σ σ −× ×=… . 

Таким образом, и в случае i = 1 верно равенство 
(4.1). Следовательно, С – делитель нуля l-арной 
полугруппы < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), [ ]l, σ, k >. Теорема 
доказана. 

Для теоремы 4.1 можно сформулировать 
следствия, аналогичные следствиям 2.1 – 2.5. 
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5 (2, l)-кольцо < М × ×… k km n , , m n1 1
(P), +,[ ]l, σ, k > 

Предложение 5.1. Пусть i = 1, …, l, 
Am = (Am1, …, Amk), m = 1, …, i – 1, i + 1, …, l, 

B = (B1, …, Bk), 
C = (C1, …, Ck) 

– k-компонентные вектор-матрицы над ассо-
циативным кольцом P. Тогда, если определена 
одна из k-компонентных вектор-матриц 

[A1 … Ai–1(B + C)Ai+1 … Al]l, σ, k,       (5.1) 
[A1 … Ai–1BAi+1 … Al]l, σ, k +  
+ [A1 … Ai–1CAi+1 … Al]l, σ, k,          (5.2) 

то определена и вторая вектор-матрица и верно 
равенство 

[A1 … Ai–1(B + C)Ai+1 … Al]l, σ, k =  
= [A1 … Ai–1BAi+1 … Al]l, σ, k +  
+ [A1 … Ai–1CAi+1 … Al]l, σ, k.  (5.3) 

Доказательство. Положим 
[A1…Ai–1(B + C)Ai+1 … Al]l, σ, k = U = (U1, …, Uk), 

[A1 … Ai–1BAi+1 … Al]l, σ, k +  
+ [A1 … Ai–1CAi+1 … Al]l, σ, k = V = (V1, …, Vk), 
[A1 … Ai–1BAi+1 … Al]l, σ, k  = G = (G1, …, Gk), 
[A1 … Ai–1BAi+1 … Al]l, σ, k  = H = (H1, …, Hk). 
Предположим, что определена вектор-

матрица (5.1). Тогда для любого j = 1, …, k опре-
делена матрица. 

Uj = A1jA2σ(j) … 2 1( 1) ( ) ( )
(i ii j j

A B
σ σ− −−

+  

+ 1 1( ) ( 1) ( ) ( )
) .i i lj i j l j

C A A
σ σ σ− −+

…  

Из последнего равенства, используя дистрибу-
тивность умножения матриц относительно их 
сложения, получим 
Uj = A1jA2σ(j) … 2 1 1( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )i i i li j j i j l j

A B A A
σ σ σ σ− − −− +

…  + 

+ A1jA2σ(j) … 2 1 1( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )i i i li j j i j l j
A C A A

σ σ σ σ− − −− +
… , 

где в правой части первое слагаемое совпадает с 
Gj, а второе – с Hj, то есть 

Uj = Gj + Hj = Vj, j = 1, …, k. 
Следовательно, определена вектор-матрица (5.2) 
и верно (5.3). 

Если определена вектор-матрица (5.2), то 
для любого j = 1, …, k определена матрица 

Vj = Gj + Hj = A1jA2σ(j) …  
… 2 1 1( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )i i i li j j i j l j

A B A A
σ σ σ σ− − −− +

…  + 

+ A1jA2σ(j) … 2 1 1( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )i i i li j j i j l j
A C A A

σ σ σ σ− − −− +
… . 

Из последнего равенства, снова используя дист-
рибутивность умножения матриц относительно 
их сложения, получим 

Vj = A1jA2σ(j) … 2 1( 1) ( ) ( )
(i ii j j

A B
σ σ− −−

+  

+ 1 1( ) ( 1) ( ) ( )
)i i l jj i j l j

С A A U
σ σ σ− −+

=… , 

то есть Vj = Uj , j = 1, …, k. Следовательно, опре-
делена вектор-матрица (5.1) и верно (5.3). Пред-
ложение доказано. 

Теоремы 1.3, 2.1, 3.1, 4.1, замечание 4.1 и 
предложение 5.1 позволяют сформулировать 
следующую теорему. 

Теорема 5.1. Пусть P – ассоциативное 
кольцо, набор ((m1 ×n1), …, (mk × nk)) согласован с 
подстановкой σ ∈ Sk, удовлетворяющей условию 
σl = σ. Тогда:  

1) универсальная алгебра < М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

+ , [ ]l, σ, k > является ассоциативным (2, l)-коль-
цом; 

2) если в P есть единица, 
min{m1, n1, …, mk, nk} ≥ 2, 

то (2, l)-кольцо из 1) не является полуабелевым; 
3) если σ – нетождественная подстановка, 

то в (2, l)-кольце из 1) нет единиц, а  при l ≥ 3 все 
его элементы являются делителями нуля.  

Для теоремы 5.1 можно сформулировать 
следствия, аналогичные следствиям 2.1–2.5. 
 

6 (2, l)-алгебра < М × ×… k km n , , m n1 1
(P),+,[ ]l, σ, k > 

 Напомним [1], что произведением скаляра 
λ ∈ P на вектор-матрицу A = (A1, …, Ak) называ-
ется вектор-матрица λA = (λA1, …, λAk). Легко 
проверяется (см. например, предложение 1 из 
[1]), что множество М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), где P – по-
ле, является линейным пространством над P с 
операциями сложения вектор-матриц и умноже-
ния вектор-матриц на скаляр. Нулем этого ли-
нейного пространства является вектор-матрица 
0 = (01, …, 0k), где компоненты 01, …, 0k – нуле-
вые матрицы размеров m1 × n1, …, mk × nk соот-
ветственно. Противоположной для вектор-
матрицы A = (A1, …, Ak) является вектор-матрица 

– A = (– A1, …, – Ak), 
у которой компоненты – A1, …, – Ak являются 
противоположными для матриц A1, …, Ak соот-
ветственно. 
 Предложение 6.1. Если для k-компонентых 
вектор-матриц 

Am = (Am1, …, Amk), m = 1, …, l 
над ассоциативным коммутативным кольцом P 
определена вектор-матрица [A1A2 … Al]l, σ, k, 
то                       λ[A1 … Al]l, σ, k = 

= [A1 … Ai–1(λAi)Ai+1 … Al]l, σ, k (6.1) 
для всех λ ∈ P и любого i = 1, …, l. 
 Доказательство. Ясно, что правая часть 
равенства из формулировки предложения опре-
делена. Положим 

[A1 … Al]l, σ, k = (B1, …, Bk), 
[A1 … Ai–1(λAi)Ai+1 … Al]l, σ, k = (C1, …, Ck). 

Так как, согласно определению операции [ ]l, σ, k, 
Сj=A1jA2σ(j)… 2 1 1( 1)σ ( ) σ ( ) ( 1)σ ( ) σ ( )

(λ )i i i li j i j i j l j
A A A A− − −− +

… = 

= λ(A1jA2σ(j) … 2 1 1( 1)σ ( ) σ ( ) ( 1)σ ( ) σ ( )i i i li j i j i j l j
A A A A− − −− +

… ) = 

= λBj , 
то есть Сj = λBj для любого j = 1, …, k, то 

λ[A1 … Al]l, σ, k = λ(B1, …, Bk) = (λB1, …, λBk) = 
= (C1, …, Ck) = [A1 … Ai–1(λAi)Ai+1 … Al]l, σ, k. 

Предложение доказано. 
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Теорема 6.1. Пусть P – поле, набор 
((m1×n1), …, (mk × nk)) согласован с подстановкой 
σ ∈ Sk, удовлетворяющей условию σl = σ. Тогда: 

1) универсальная алгебра < М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

+ , [ ]l, σ, k > является ассоциативной (2, l)-алгеб-
рой над P; 

2) если min{m1, n1,…,mk, nk} ≥ 2, то (2, l)-ал-
гебра из 1) не является полуабелевой; 

3) если σ – нетождественная подстановка, 
то в (2, l)-алгебре из 1) нет единиц, а  при l ≥ 3 
все ее элементы являются делителями нуля. 

Доказательство. 1) По теореме 1.3 линей-
ное пространство М

1 1 , , k km n m n× ×… (P) замкнуто от-
носительно ассоциативной l-арной операции 
[ ]l, σ, k, которая по предложению 5.1 дистрибу-
тивна относительно операции сложения вектор-
матриц. Кроме того, согласно предложению 6.1, 
в этом линейном пространстве выполняется ус-
ловие (6.1). Следовательно, < М

1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

+ , [ ]l, σ, k > – ассоциативная (2, l)-алгебра. 
2), 3) Следует из 2) и 3) теоремы 5.1. Теоре-

ма доказана. 
Следствие 6.1. Пусть P – поле, набор 

((m1 ×n1), …, (mk × nk)) согласован с подстанов-
кой σ ∈ Sk порядка d. Тогда: 

1) универсальная алгебра < М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

+ , [ ]d+1, σ, k > является ассоциативной (2, d + 1)-
алгеброй над P; 

2) если min{m1, n1, …, mk, nk} ≥ 2, то 
(2, d + 1)-алгебра из 1) не является полуабелевой; 

3) если σ – нетождественная подстановка, 
то в (2, d + 1)-алгебре из 1) нет единиц, а при 
d ≥2 все ее элементы являются делителями нуля. 

Следствие 6.2. Пусть P – поле, σ – цикл 
длины k из Sk, числа m1, n1, …, mk, nk удовлетво-
ряют равенствам из следствия 2.2 Тогда: 

1) универсальная алгебра < М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

+ , [ ]k+1, σ, k > является ассоциативной (2, k + 1)-
алгеброй над P; 

2) если min{m1, n1, …, mk, nk} ≥ 2, то 
(2, k + 1)-алгебра из 1) не является полуабелевой; 

3) если σ – нетождественная подстановка, 
то в (2, k + 1)-алгебре из 1) нет единиц, а при 
k ≥2 все ее элементы являются делителями нуля. 

Следствие 6.3. Пусть P – поле, числа 
m1, n1, …, mk, nk удовлетворяют равенствам из 
следствия 2.3. Тогда: 

1) универсальная алгебра < М
1 1 , , k km n m n× ×… (P), 

+ , [ ]k+1, (12 … k), k > является ассоциативной 
(2, k + 1)-алгеброй над P; 

2) если min{m1, n1, …, mk, nk} ≥ 2, то 
(2, k + 1)-алгебра из 1) не является полуабелевой; 

3) если σ – нетождественная подстановка, 
то в (2, k + 1)-алгебре из 1) нет единиц, а при 
k ≥2 все ее элементы являются делителями нуля. 

 

Следствие 6.4. Пусть P – поле. Тогда: 
1) универсальная алгебра < Mm × s, s × r, r × m(P), 

[ ]4, (123), 3 > является ассоциативной (2, 4)-ал-
геброй над P, в которой нет единиц, а все ее 
элементы являются делителями нуля; 

2) если min{m, s, r} ≥ 2, то (2, 4)-алгебра из 
1) не является полуабелевой. 

Следствие 6.5. Пусть P – поле. Тогда: 
1) универсальная алгебра < Mm × n, n × m(P), 

[ ]3, (12), 2 > является ассоциативной (2, 3)-ал-
геброй над P, в которой нет единиц, а все ее 
элементы являются делителями нуля; 

2) если min{m, n} ≥ 2, то (2, 3)-алгебра из 1) 
не является полуабелевой 
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