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В работе получено описание конечной группы, у которой в каждой ее максимальной цепи длины три имеется собст-
венная S -квазинормальная подгруппа, а также описание конечной группы, у которой все ее 3-максимальные под-
группы субнормальны ( S -квазинормальны). 
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Введение  
Все рассматриваемые в данной работе 

группы являются конечными. Символ pG  обо-
значает некоторую силовскую p -подгруппу 
группы G  для некоторого простого числа .p  
Напомним, что подгруппа H  группы G  называ-
ется 2 -максимальной подгруппой (или второй 
максимальной подгруппой) группы G,  если H  
является максимальной подгруппой в некоторой 
максимальной подгруппе M  группы .G  Анало-
гично могут быть определены 3 -максимальные 
подгруппы, 4 -максимальные подгруппы и т. д. 
Максимальной цепью длины n  группы G  назы-
вается всякая цепь вида 

1 1 0 ,n nE E … E E G−< < < < =  
где iE  является максимальной подгруппой в 

1,iE −  1 2 .i … n= , , ,   
Связь между n -максимальными подгруп-

пами (где 1n > ) группы G  и структурой группы 
G  исследовалась многими авторами. Но, пожа-
луй, наиболее ранние результаты в данном на-
правлении были получены Редеи [1], описавшим 
неразрешимые группы с абелевыми вторыми 
максимальными подгруппами, и Хуппертом, ус-
тановившим в работе [2] сверхразрешимость 
групп, в которых все вторые максимальные под-
группы нормальны. В этой же работе Хупперт 
доказал,  что  в  случае,  когда каждая третья 
максимальная подгруппа группы G  является 

нормальной в G,  коммутант G′  группы G  
нильпотентен и порядок каждого главного фак-
тора группы G  делится не более, чем на два (не-
обязательно различных) простых числа. Эти ре-
зультаты получили свое дальнейшее развитие и в 
работе Л.Я. Полякова [3], который доказал, что 
группа  является сверхразрешимой, если все ее  
2-максимальные подгруппы перестановочны со 
всеми ее максимальными подгруппами. В работе 
[4] Агравалем была доказана сверхразрешимость 
группы при условии, что все ее 2 -максимальные 
подгруппы S -квазинормальны (подгруппа H  
группы G  называется S -квазинормальной в ,G  
если H  перестановочна со всеми силовскими 
подгруппами группы G ). В более поздней рабо-
те [5] М. Асааду удалось усилить отмеченные 
выше результаты Хупперта, рассматривая лишь 
строго n -максимальные подгруппы для 2 3.n = ,  
Заметим попутно, что в работе П. Флавелла [6] 
была найдена точная верхняя граница числа мак-
симальных подгрупп группы, содержащих стро-
го 2-максимальную подгруппу, и описаны груп-
пы, в которых эта граница достигается. Естест-
венным развитием упомянутых выше результа-
тов стала работа А. Манна [7], в которой автор 
анализировал строение групп, в которых каждая 
n -максимальная подгруппа субнормальна.  

В  последние  годы  получен  ряд  новых  
интересных  результатов  о вторых и третьих 
максимальных подгруппах. В недавней публика-
ции [8]  Ли Широнг получил классификацию 
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ненильпотентных групп, каждая 2-максимальная 
подгруппа которой является TI -подгруппой. В 
работе [9] Го Шуин и К.П. Шам доказали разре-
шимость групп, в которых все 2-максимальные 
подгруппы обладают свойством покрытия-
изолирования. В работах [10]–[12] Го Веньби-
нем, Ли Баоджуном, А.Н. Скибой и К.П. Шамом 
были получены новые характеризации сверхраз-
решимых групп в терминах 2-максимальных 
подгрупп. В работе [13]  получено  описание  
ненильпотентных   групп,   в  которых  каждая  
2-максимальная подгруппа перестановочна со 
всеми 3-максимальными подгруппами, а в работе 
[14] получено описание групп, в которых каждая 
максимальная подгруппа перестановочна со все-
ми 3-максимальными подгруппами.  

В связи с отмеченными выше результатами, 
Л.А. Шеметковым в 2005 году на Гомельском 
городском алгебраическом семинаре был по-
ставлен следующий вопрос: что можно сказать о 
строении конечной группы G , если в каждой ее 
максимальной цепи длины n  имеется собствен-
ная субнормальная в G  подгруппа?  

Понятно, что в нильпотентной группе все ее 
подгруппы субнормальны. Нетрудно также пока-
зать, что ненильпотентные группы, у которых в 
каждой максимальной цепи длины два имеется 
собственная субнормальная подгруппа, являются 
группами Шмидта с абелевыми силовскими под-
группами (см. лемму 1.1). Решение задачи в слу-
чае 3n =  дает приведенная ниже теорема.  

В дальнейшем p , q  и r  – простые делите-
ли порядка группы G  ( p q≠ ), ,P  Q  и R  обо-
значают некоторые силовскую p -подгруппу, 
силовскую q -подгруппу и силовскую r -под-
группу группы ,G  соответственно.  
 Теорема A. В том и только в том случае в 
каждой максимальной цепи длины три группы 
G  имеется собственная субнормальная в G  
подгруппа, когда G  либо нильпотентна, либо 

,G p q rα β γ| |=  где 3,α β γ+ + ≤  либо G  является 
группой одного из следующих типов:  

I. G P Q= ,  где либо G  – группа Шмидта 
с ( )P p| Φ |≤  и GQ Q q| : |= ,  либо выполняется 
одно из следующих условий:  

(1) P  является минимальной нормальной 
подгруппой в G  и 2;GQ Q q| : |=  

(2) P  является минимальной нормальной 
подгруппой в G,  GQ Q q| : |=  и любая максималь-
ная подгруппа из Q,  отличная от GQ ,  является 
циклической;  

(3) G G M= ,N  где GN  — минимальная 
нормальная подгруппа группы G,  pM M Q=  – 
представитель единственного класса нильпо-
тентных ненормальных максимальных подгрупп 

группы G,  pM p| |= ,  Q a=< >  – циклическая 
группа и GQ Q q| : |= .    

II. ( ),G P QR=  где P G= N  является ми-
нимальной нормальной подгруппой в ,G  ,R r| |=  
Q a=< >  – циклическая группа, GQ Q q| : |=  и 
либо R  нормальна в G  либо ;Q q| |=  

III. ,G P Q PA= =  ( ) ,P p|Φ |=  ( )A P Q=Φ  
– представитель единственного класса ненор-
мальных максимальных подгрупп группы ,G  A  – 
группа Шмидта и ;GQ Q q| : |=   

IV. ( ) 1,PΦ =  G  является подпрямым про-
изведением ненормальных максимальных под-
групп A  и ,B  где pA A Q=  – группа Шмидта 
с абелевыми силовскими подгруппами, pA  – ми-
нимальная нормальная подгруппа в G  и 

;GQ Q q| : |=  pB B Q=  и либо B  – нильпо-
тентная группа и ,pB p| |=  ( ),pB Z G≤  либо 

;B A   
V. ( )G P QR=  и G  имеет в точности 

три класса максимальных подгрупп, представи-
телями которых являются ненормальная хол-
ловская r′ -подгруппа ,A  ненормальная холлов-
ская p′ -подгруппа L  и нормальная в G  под-
группа M  с .G M q| : |=  Кроме того, выполня-
ются следующие условия:  

(i) A  – группа Шмидта с абелевыми силов-
скими подгруппами и ;GQ Q q| : |=   

(ii) L либо является группой Шмидта с абе-
левыми силовскими подгруппами, либо нильпо-
тентной группой;  

(iii) P  является минимальной нормальной 
подгруппой в ,G  R r| |=  и либо R  нормальна в 

,G  либо .Q q| |=   
Доказательство данной теоремы является 

очень сложным. В нашей работе мы рассмотрим 
некоторые приложения теоремы A, дающей опи-
сание групп, у которых в каждой максимальной 
цепи длины три имеется собственная субнор-
мальная подгруппа.  
 

1 Предварительные результаты  
Лемма 1.1 [15, теорема 2]. Пусть G – не-

нильпотентная группа. Тогда следующие условия 
эквивалентны:  

(1) в каждой максимальной цепи длины два 
группы G имеется собственная нормальная в G 
подгруппа;  

(2) в каждой максимальной цепи длины два 
группы G имеется собственная S-квазинор-
мальная в G подгруппа;  

(3) в каждой максимальной цепи длины два 
группы G имеется собственная субнормальная в 
G подгруппа;  
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(4) G является группой Шмидта с абелевы-
ми силовскими подгруппами.  

Лемма 1.2 [7, лемма 3]. Пусть ( )F G  – под-
группа Фиттинга группы .G  В том и только в 
том случае каждая n-максимальная подгруппа 
группы G  является субнормальной, когда каж-
дая n-максимальная подгруппа группы G  со-
держится в ( ).F G   

Лемма 1.3 [16, гл. VII, теорема 6.18].  Если 
G  – группа Шмидта, то  

(1) ,G P a= < >  где P  и a< >  – силовские 
p -подгруппа и q -подгруппа группы G соответ-
ственно;  

(2) G  имеет в точности два класса макси-
мальных подгрупп, представителями которых 
являются группы qP a< >  и ;P a′ < >   

(3) ( )P P/Φ  – главный фактор группы G, 
причем, если ( ) ,P P pα| /Φ |=  то pα  сравнимо с 
единицей по модулю ;q  

(4) если P  абелева, то она элементарна.  
Лемма 1.4 [17, теорема 1]. Пусть .A G≤  

Если A  S -квазинормальна в ,G  то A  субнор-
мальна в .G  

Лемма 1.5 [7, теорема 6]. Пусть M  – мак-
симальная подгруппа группы .G  Если L  субнор-
мальна в G  и ,L M⊆  то .GL M⊆   

Лемма 1.6 [18, предложение B]. Пусть H  – 
нильпотентная подгруппа группы .G  Тогда сле-
дующие условия эквивалентны:  

(1) H  S -квазинормальна в ;G   
(2) каждая силовская подгруппа группы H  

S -квазинормальна в .G  
Лемма 1.7 [18, лемма А]. Пусть .A G≤  Ес-

ли A  S -квазинормальна в G  и A  – p -группа, 
то ( ) ( ).p

GO G N A⊆   
 

2 Основные результаты  
Одним из приложений теоремы A является 

следующая теорема, описывающая группы у ко-
торых каждая 3-максимальная подгруппа суб-
нормальна.  

 

Теорема 2.1. В том и только в том случае 
каждая 3-максимальная подгруппа группы G  
является субнормальной, когда либо G  нильпо-
тентна, либо G  – группа одного из следующих 
типов:  

I. G P Q=  – группа Шмидта, где либо 
1,P′ =  либо ;P p′| |=  
II. G  – бипримарная группа, не являющаяся 

группой Шмидта, одного из следующих видов:  
(1) ,G P Q=  где P  – минимальная нор-

мальная подгруппа группы ,G  Q  – циклическая 
группа и ( )P QΦ  – группа Шмидта;  

(2) 1( ) ,qG P Q C= ×  где P  – минимальная 
нормальная подгруппа группы ,G  qC q| |=  и 1PQ  
– группа Шмидта;  

(3) ,G P Q=  где P  – минимальная нор-
мальная подгруппа группы ,G  Q a b= × ,  

,a b q| |=| |=  P a  и P b  – группы Шмидта;  
(4) ,G P Q=  где 2P p p| |= , >  и Q  изо-

морфна группе кватернионов порядка 8;  
(5) 1( ) ,qG P Q C=  где P  – минимальная 

нормальная подгруппа группы ,G  1 ,Q a=  

,qC b=  1 ,qQ C qβ| |=  1a qβ −| |=  ( β ∈N ), 1PQ  – 

группа Шмидта, 
21b qa a

β −+=  и 1[ ] 1P C, =  для вся-
кой подгруппы 1,C  изоморфной qC ;  

(6) ,G P Q=  где ( )PΦ  – минимальная 
нормальная подгруппа группы ,G  обе группы 

( )P QΦ  и ( )G P/Φ  являются группами Шмидта 
и максимальная подгруппа из Q  совпадает с 

( )Z G ;  
(7) G  – подпрямое произведение двух раз-

личных изоморфных групп Шмидта с абелевыми 
силовскими подгруппами;  

(8) 1( ) ,pG P C Q= ×  где 1P  – минимальная 
нормальная p -подгруппа группы ,G  ,pC p| |=  

1PQ  – группа Шмидта, максимальная подгруппа 
из Q  содержится в ( )Z G  и [ ] 1pC Q, = ;  

III. G  – группа, порядок которой имеет в 
точности три простых делителя p q r, ,  и ко-
торая является группой одного из следующих 
видов:  

(i) ( ) ,G P R Q= ×  где P  и R  – минималь-
ные нормальные подгруппы группы ,G  Q  – цик-
лическая группа и ( ) ( )F G PR Q= Φ ;  

(ii) ( ),G P R Q= ×  где ,R r| |=  Q q| |=  и 
( )P F G=  – минимальная нормальная подгруппа 

группы .G   
Доказательство. Необходимость. Согласно 

условию, каждая 3 -максимальная подгруппа 
группы G  является субнормальной в .G  Значит, 
в каждой максимальной цепи длины три группы 
G  имеется собственная субнормальная в G  под-
группа. Тогда G  является группой одного из 
типов, описанных в теореме A. Кроме того, по 
лемме 1.1, каждая максимальная подгруппа 
группы G  либо нильпотентна, либо является 
группой Шмидта с абелевыми силовскими под-
группами.  

Будем предполагать, что G  – ненильпотет-
ная группа и ,G p q rα β γ| |=  где 3α β γ+ + >  для 

{0}.α β γ, , ∈ ∪N  
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Предположим, что G  является группой ти-
па I в теореме A.  

Если G P Q=  является группой Шмидта, 
то G  – группа типа I.  

Предположим, что G  не является группой 
Шмидта, P  – минимальная нормальная под-
группа группы G  и выполняется условие (1). 
Пусть Q  – циклическая группа и 1Q  – макси-
мальная подгруппа в Q . Тогда 1PQ  является 
максимальной подгруппой в G  и поэтому 1PQ  
либо нильпотентна, либо является группой 
Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами. 
Если 1PQ  является нильпотентной группой, то 

1Q  нормальна в 1.PQ  С другой стороны, 1Q  нор-
мальна в .Q  Значит, 1Q  является нормальной 
подгруппой группы G  и, следовательно, 

1 ,GQ Q=  т. е. GQ Q q| : |= .  Полученное противо-
речие показывает, что 1PQ  является группой 
Шмидта, т. е. G  – группа типа II (1).  

Предположим теперь, что Q  – нецикличе-
ская группа. Пусть 1Q  и 2Q  – различные макси-
мальные подгруппы из .Q  Ввиду условия, каж-
дая 3 -максимальная подгруппа группы G  суб-
нормальна в .G  А так как GQ  является 2 -мак-
симальной подгруппой в ,Q  то 1Q  и 2Q  несуб-
нормальны в G  и, кроме того, 1GQ Q≤  и 

2.GQ Q≤  Следовательно, 1 2GQ Q Q= ∩ .  Так как 

1Q  и 2Q  несубнормальны в ,G  1PQ  и 2PQ  яв-
ляются группами Шмидта с абелевыми силов-
скими подгруппами. По основной теореме о ко-
нечных абелевых группах 1 2Q Q Q= × ,  где либо 

1 ,Q q| |=  либо 2Q q| |= . Значит, 1GQ =  и поэтому 

1 2Q Q q| |=| |= .  Следовательно, G  является груп-
пой типа II (3).  

Пусть теперь выполняется условие (2). Оче-
видно, что в этом случае, GPQ  является нильпо-
тентной группой. Пусть GL Q≠  – максимальная 
подгруппа из .Q  Тогда L  несубнормальна и 
циклична. Значит, PL  является группой Шмидта 
с абелевыми силовскими подгруппами. Если Q  – 
абелева группа, то по основной теореме о конеч-
ных абелевых группах GQ Q L= ×  и .L q| |=  Зна-
чит, G  – группа типа II (2).  

Пусть теперь Q  – неабелева группа и 
Q qβ| |=  ( β ∈N ). Если 2q =  и 3,β =  то, ввиду 

[19, V, теорема 4.4], Q  изоморфна либо группе 
кватернионов, либо диэдральной группе. В по-
следнем случае ,Q a b=  где 22a| |= ,  

12 .bb a a−| |= , =  Тогда Q  имеет точно три мак-

симальные подгруппы: 2a a b,  и 2a ab  и 

поэтому подгруппы вида 2a b,  и ab  явля-
ются 2-максимальными подгруппами в .Q  Так 
как P  – минимальная нормальная подгруппа в 

,G  то Q  является максимальной подгруппой в 

.G  Тогда подгруппы 2a b,  и ab  являются 
3-максимальными в группе .G  В силу условия и 
леммы 1.2, каждая из этих подгрупп содержится 
в группе ( )F G , что невозможно. Следовательно, 
Q  изоморфна группе кватернионов порядка 8 . 
Тогда в силу 2q =  и леммы 1.3 (3) (4) мы имеем 

,P p| |=   и  поэтому  G   является группой типа 
II (4).  

Если теперь 2q =  и 3,β >  либо q  – нечет-
ное простое, то, по [19, V, теорема 4.4], Q  изо-
морфна одной из групп: ( )M q D Qβ β β, ,  или Sβ  
(см. [19, C. 190–191]). Если Q  изоморфна одной 
из групп D Qβ β,  или Sβ , то в силу [19, V, теоре-
ма 4.3] факторгруппа ( )Q Z Q/  изоморфна группе 

1.Dβ −  В этом случае факторгруппа ( )Q Z Q/  имеет 
точно две максимальные нециклические под-
группы. Следовательно, группа Q имеет по край-
ней мере две нециклические 2-максимальные 
подгруппы и поэтому в группе Q  существует по 
крайней мере две нециклические максимальные 
подгруппы. Это означает, что в группе G  суще-
ствуют максимальные подгруппы 1M  и 2M , ко-
торые содержат P  и не являются группами 
Шмидта. Тогда 1M  и 2M  являются нильпотент-
ными нормальными подгруппами в G  и поэтому 
группа 1 2G M M=  нильпотентна, противоречие. 
Следовательно, группа Q  не может быть изо-
морфна одной из групп: D Qβ β,  или .Sβ  

Таким образом, группа Q  изоморфна груп-

пе 
1 21( ) 1q q b qM q a b a b a a

β β

β

− −+= , | = = , =  (см. 

[19, C. 190]). В этом случае группа G  имеет вид 
1( ) qG P Q C= ,  где P – минимальная нормаль-

ная подгруппа в G, 1 ,Q a=  1,a qβ −| |=  qC b= ,  

,b q| |=  1PQ  – группа Шмидта и 
21 .b qa a

β−+=  
Пусть C – множество всех подгрупп группы 

,G  изоморфных подгруппе .qC  Предположим, 
что для некоторой подгруппы 1C  из C  выполня-
ется 1[ ] 1.P C, ≠  Это влечет, что подгруппа 1PC  
является группой Шмидта. Тогда 1PC  является 
максимальной подгруппой в G  и поэтому 

2 ,Q q| |=  что противоречит неабелевости .Q  Та-
ким образом, G является группой типа II (5).  

Заметим, что если выполняется условие (3), 
то G  является группой типа II (8). 
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Предположим теперь, что G является груп-
пой типа II в теореме A. Если R нормальна в G, 
то G является группой типа III (i). Если R ненор-
мальна в G, то G – группа типа III (ii).  

Очевидно, что если G является группой ти-
па III в теореме A, то G – группа типа II (6).  

Пусть теперь, G является группой типа IV в 
теореме A. Очевидно, если B – группа Шмидта, 
то G является группой типа II (7). Если же B – 
нильпотетная группа, то G является группой ти-
па II (8).  

Допустим, что G – группа типа V в теореме 
A. В этом случае группа G имеет 3-макси-
мальную подгруппу 1 ,GPQ  где 1P  – некоторая 
максимальная подгруппа в .P  По условию, 1 GPQ  
является субнормальной подгруппой в G. Следо-
вательно, 1P  нормальна в ,G  что противоречит 
минимальности .P  Поэтому 1 1.P =  Следова-
тельно, .P p| |=  

Если R  не является нормальной подгруп-
пой в ,G  то .Q q| |=  Тогда, ,G pqr| |=  что проти-
воречит нашему исходному предположению о 
группе G. Если же R нормальна в G, то G являет-
ся группой типа III (i).  

Достаточность. Предположим, что G – 
группа одного из типов I–III теоремы. Покажем, 
что каждая 3-максимальная подгруппа из G яв-
ляется субнормальной. Ввиду леммы 1.2 для это-
го достаточно показать, что каждая 3-макси-
мальная подгруппа группы G содержится в 

( ).F G  Непосредственной проверкой легко убе-
диться, что в каждом из случаев I–III теоремы 
это верно. Теорема доказана.  

С помощью теоремы A докажем следую-
щую теорему, дающую описание конечных 
групп, у которых в каждой максимальной цепи 
длины три имеется собственная S-квазинор-
мальная подгруппа.  

Теорема 2.2. В том и только в том случае в 
каждой максимальной цепи длины три группы G 
имеется собственная S-квазинормальная в G 
подгруппа, когда G либо нильпотентна, либо 

,G p q rα β γ| |=  где 3,α β γ+ + ≤  либо G  является 
группой одного из следующих типов:  

I. G P Q= ,  где либо G  – группа Шмидта 
с ( )P p| Φ |≤  и GQ Q q| : |= ,  либо выполняется 
одно из следующих условий:  

(1) P является минимальной нормальной 
подгруппой в G  и 2;GQ Q q| : |=  

(2) P является минимальной нормальной 
подгруппой в G,  GQ Q q| : |=  и любая максималь-
ная подгруппа L  из Q,  отличная от GQ ,  явля-
ется циклической и ;GL L q| : |=  

(3) G G M= ,N  где GN  – минимальная 
нормальная подгруппа группы G,  pM M Q=  – 

представитель единственного класса нильпо-
тентных ненормальных максимальных подгрупп 
группы G,  pM p| |= ,  Q a=< >  – циклическая 
группа и GQ Q q| : |= .  

II. ( ),G P QR=  где P G= N  является ми-
нимальной нормальной подгруппой в ,G  ,R r| |=  
Q a=< >  – циклическая группа, GQ Q q| : |=  и 
либо R  нормальна в G  либо ;Q q| |=  

III. ,G P Q PA= = ( ) ,P p| Φ |=
( )A P Q= Φ  – представитель единственного 

класса ненормальных максимальных подгрупп 
группы ,G , A  – группа Шмидта и ;GQ Q q| : |=   
IV. ( ) 1,PΦ =  G  является подпрямым произве-
дением ненормальных максимальных подгрупп A  
и ,B  где pA A Q=  – группа Шмидта с абеле-
выми силовскими подгруппами, pA  – минималь-
ная нормальная подгруппа в G  и ;GQ Q q| : |=  

pB B Q=  и либо B  – нильпотентная группа и 
,pB p| |=  ( ),pB Z G≤  либо ;B A  

V. ( )G P QR=  и G  имеет в точности 
три класса максимальных подгрупп, представи-
телями которых являются ненормальная хол-
ловская r′ -подгруппа ,A  ненормальная холлов-
ская p′ -подгруппа L  и нормальная в G  под-
группа M  с .G M q| : |=  Кроме того, выполня-
ются следующие условия:  

(i) A  – группа Шмидта с абелевыми силов-
скими подгруппами и ;GQ Q q| : |=   

(ii) L  либо является группой Шмидта с 
абелевыми силовскими подгруппами, либо ниль-
потентной группой;  

(iii) P  является минимальной нормальной 
подгруппой в ,G  R r| |=  и либо R  нормальна в 

,G  либо .Q q| |=  
Доказательство. Необходимость. Согласно 

лемме 1.4, в каждой максимальной цепи длины 
три группы G  имеется собственная субнормаль-
ная в G  подгруппа. Значит, G  является группой 
одного из типов, описанных в теореме A.  

Заметим также, что если G  – группа типа 
I (2), то любая максимальная не S -квазинор-
мальная в G  подгруппа L  из Q  является цик-
лической. Значит, если 1L  – максимальная под-
группа из ,L  то 1L  является S -квазинормальной 
подгруппой в .G  А так как 1L  характеристична в 

,L  то 1L  нормальна в .Q  Кроме того, 1L  нор-
мальна в 1,PL  так как, по лемме 1.4, 1L  субнор-
мальна в G  и, следовательно, субнормальна в 

1.PL  Поэтому, по лемме 1.5, 1 ,GL L=  что влечет 

GL L q| : |= .   
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Достаточность. Прежде всего заметим, 
что в нильпотентной группе каждая подгруппа 
является S -квазинормальной. Предположим, что 
G  – ненильпотетная группа.  

Пусть G  является группой типа I. Предпо-
ложим вначале, что G  – группа Шмидта и 

( ) 1.PΦ =  Тогда, по лемме 1.3 (2), G  имеет в 
точности два класса максимальных подгрупп, 
представителями которых являются подгруппы 
Q  и .GPQ  Так как GPQ  является нормальной 
подгруппой группы G  и максимальной под-
группой в Q  является ,GQ  то в каждой макси-
мальной цепи длины три группы G имеется соб-
ственная нормальная в G подгруппа.  

Предположим, что G – группа Шмидта и 
( )P p| Φ |= . Тогда, по лемме 1.3 (2), G  имеет в 

точности два класса максимальных подгрупп, 
представителями которых являются подгруппы 

( )P QΦ  и .GPQ  Очевидно, что GPQ  является 
нормальной подгруппой группы .G  Кроме того, 
подгруппа Q  является максимальной подгруп-
пой в ( ) ,P QΦ  а нормальная в G  подгруппа GQ  
является максимальной в .Q  Значит, и в этом 
случае, в каждой максимальной цепи длины три 
группы G  имеется собственная нормальная в G  
подгруппа.  

Предположим теперь, что G  не является 
группой Шмидта и P  – минимальная нормаль-
ная подгруппа группы .G  Тогда Q  является 
максимальной подгруппой группы G  и Q  не-
нормальна в ,G  так как G  – ненильпотентная 
группа. Пусть 2.GQ Q q| : |=  Тогда GPQ  является 
2-максимальной подгруппой группы и GPQ  нор-
мальна в .G  Кроме того, GQ  является 3-макси-
мальной подгруппой группы .G  Значит, в каж-
дой максимальной цепи длины три группы G  
имеется собственная нормальная в G  подгруппа. 
Пусть теперь GQ Q q| : |=  и любая максимальная 
подгруппа L  из ,Q  отличная от ,GQ  является 
циклической. Так как GL L q| : |= ,  то в каждой 
максимальной цепи длины три группы G  имеет-
ся собственная нормальная в G  подгруппа.  

Заметим, если же G  является группой типа 
I (3), то, очевидно, в каждой максимальной цепи 
длины три группы G  имеется собственная нор-
мальная в G  подгруппа. 

Пусть теперь G  – группа типа II. Очевидно, 
что любая максимальная подгруппа M  группы 
G  нормальна в ,G  если .P M≤  Значит, будем 
считать, что .P M;  Кроме того, так как P  яв-
ляется минимальной нормальной подгруппой 
группы ,G  то 1M P∩ = .  Поэтому M  – холлов-
ская p′ -подгруппа группы G  и x yM Q R=  для 

некоторых x  и .y G∈  Не теряя общности, мы 
можем считать, что .M QR=  Так как R r| |=  и 
Q  – циклическая группа, то M  имеет в точно-
сти два класса максимальных подгрупп, предста-
вителями которых являются подгруппы Q  и 

.GRQ  Если R  – нормальная подгруппа группы 
,G  то GRQ  также является нормальной под-

группой группы .G  Если же R  не является нор-
мальной подгруппой в ,G  то условие теормы 
выполняется, так как GQ  является максимальной 
подгруппой в .GRQ  Кроме того, GQ  также явля-
ется максимальной подгруппой в .Q  Значит, ес-
ли G является группой типа II, то в каждой мак-
симальной цепи длины три группы G имеется 
собственная нормальная в G подгруппа.  

Предположим, что G является группой типа 
III. Так как A  является представителем единст-
венного класса ненормальных максимальных 
подгрупп группы G , то достаточно показать, что 
в каждой максимальной цепи длины два группы 
A  имеется собственная субнормальная в G  под-
группа. Так как A  является группой Шмидта с 
абелевыми силовскими подгруппами, то по лем-
ме 1.3 (2), A  имеет в точности два класса мак-
симальных подгрупп, представителями которых 
являются подгруппы Q  и ( ) .GP QΦ  Заметим, что 
так как ( )PΦ  является нормальной подгруппой в 

,G  то ( ) GP QΦ  – нормальная подгруппа группы 
.G  Кроме того, по условию, GQ  – максимальная 

подгруппа в .Q  Значит, в каждой максимальной 
цепи длины три группы G имеется собственная 
нормальная в G подгруппа.  

Пусть теперь G – группа типа IV. Как и вы-
ше, можно показать, что в каждой максимальной 
цепи длины три группы ,G  проходящей через 
подгруппу ,A  имеется собственная нормальная в 
G подгруппа.  

Допустим, что B  – нильпотентная группа. 
Из того, что pB p| |=  вытекает, что Q  является 
максимальной подгруппой в .B  Так как под-
группа B  максимальна в G  и ( ),p P pB N B<  то 

( )G pN B G= .  Значит, подгруппа ,pB  а вместе с 
ней и максимальная подгруппа p GB Q  из B  нор-
мальны в .G  Следовательно, в каждой макси-
мальной цепи длины три группы ,G  проходящей 
через ,B  имеется собственная нормальная в G  
подгруппа.  

Предположим, что в G имеется ненормаль-
ная максимальная подгруппа M  с bG M p| : |=  
для некоторого натурального числа b  и ,xM A≠  

yM B≠  для всех .x y G, ∈  Не теряя общности, 
мы  можем  считать,  что  .Q M≤  Так как P  
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нормальна в ,G  то .pM M Q=  Заметим также, 
что pM  нормальна в ,G  так как P  – абелева 

группа. Заметим, что так как ,xM A≠  то 
1pM A∩ = .  Действительно, допустим, что имеет 

место обратное. Тогда 1p pM A∩ ≠  и p pM A∩  – 
нормальная подгруппа в ,G  что влечет 

p p pM A A∩ = ,  т. е. .pA M⊆  Тогда A M⊆  и по-
этому ,A M=  противоречие. Значит, 

1pM A∩ = .  Так как A  – максимальная под-
группа в G  и ,G AB=  то .A B≠  Кроме того, так 
как pA A Q=  и ,pB B Q=  то .pB A;  Значит, 

pG B A= .  Тогда .p pP B A= ×  А так как 
,pB p| |=  то .pP A p| : |=  Следовательно, из того, 

что 1pM A∩ = ,  вытекает .pM p| |=  Заметим, что 
представителями двух классов максимальных 
подгрупп  в  M являются подгруппа Q и нор-
мальная в G  подгруппа .p GM Q   Следовательно, 
в каждой максимальной цепи длины три группы 

,G  проходящей через ,M  имеется собственная 
нормальная в G  подгруппа.  

Допустим теперь, что B  – группа Шмидта. 
Так как B A,  то B  – группа Шмидта с абеле-
выми силовскими подгруппами и поэтому в каж-
дой максимальной цепи длины три группы ,G  
проходящей через подгруппу ,B  имеется собст-
венная нормальная в G  подгруппа.  

Предположим, что в G  имеется ненормаль-
ная максимальная подгруппа M  с cG M p| : |=  
для некоторого натурального числа c  и ,xM A≠  

yM B≠  для всех .x y G, ∈  Не теряя общности, 
мы можем считать, что .Q M≤  Так как P  нор-
мальна в ,G  то .pM M Q=  Заметим также, что 

pM  нормальна в ,G  так как P  – абелева группа. 
Аналогично вышеприведенным рассуждениям, 
можно показать, что 1p pM A∩ =  и 1p pM B∩ = .  
Значит, из G -изоморфизма следует, что 

p p p p pP A B A A B/ /  и .p p p p pP A M A A M/ /  
Следовательно, pM  – минимальная нормальная 
подгруппа в .G  Заметим также, что pM  является 
минимальной нормальной подгруппой в ,M  по-
скольку PM G=  и P  – абелева группа. Значит, 
представителями двух классов максимальных 
подгрупп в M  являются подгруппа Q  и нор-
мальная в G  подгруппа .p GM Q  Таким образом, 
в каждой максимальной цепи длины три группы 

,G  проходящей через ,M  имеется собственная 
нормальная в G  подгруппа.  

Предположим теперь, что G  – группа типа 
V. Как и выше, можно показать, что в каждой 

максимальной цепи длины три группы ,G  про-
ходящей через подгруппу ,A  имеется собствен-
ная нормальная в G  подгруппа.  

Допустим вначале, что L  – группа Шмидта 
с абелевыми силовскими подгруппами. По лемме 
1.3 (2), представителями двух классов макси-
мальных подгрупп в L  являются нормальная в 
G  подгруппа GRQ  и подгруппа ,Q  максималь-
ная подгруппа которой нормальна в .G  Значит, и 
в этом случае в каждой максимальной цепи дли-
ны три группы G  имеется собственная нормаль-
ная в G  подгруппа.  

Предположим теперь, что L  является ниль-
потентной группой. В этом случае предствите-
лями двух классов максимальных подгрупп в L  
являются нормальная в G  подгруппа GRQ  и 
подгруппа .Q  Значит, в этом случае, в каждой 
максимальной цепи длины три группы ,G  про-
ходящей через L  имеется собственная нормаль-
ная в G  подгруппа. Теорема доказана.  

В работе [20] Ю.В. Луценко и А.Н. Скиба 
доказали следующую теорему.  

Теорема 2.3. В том и только в том случае 
каждая 3 -максимальная подгруппа группы G  
является S -квазинормальной в ,G  когда группа 
G  либо нильпотентна, либо G p q rα β γ| |= ,  где 

3α β γ+ + ≤ ,  либо G  изоморфна (2 3),SL ,  либо 
G  является сверхразрешимой группой одного из 
следующих типов:  

(1) G  – группа Шмидта;  
(2) ,G P Q=  где P p Q qβ| |= , | |=  ( 3β ≥ ); 

группа Q  либо абелева, либо изоморфна группе 
кватернионов порядка 8, либо изоморфна группе 

( );M qβ  2( ) ( );QC P Qβ −= Ω   
(3) ,G P Q=  где P  – циклическая группа 

порядка 2 ,p  обе группы ( )P QΦ  и ( )G P/Φ  явля-
ются группами Шмидта и максимальная под-
группа из Q  совпадает с ( );Z G  

(4) 1 2( ) ,G P P Q= ×  где 1 2 ,P P p| |=| |=  1PQ  – 
группа Шмидта и группа 2P Q  либо нильпотент-
на, либо также является группой Шмидта;  

(5) ( ) ,G P Q R=  где P  и R  – минималь-
ные нормальные подгруппы группы ,G  P p| |= ,  

R r| |= ,  Q  – циклическая группа и 
( ) ( ).F G PR Q= Φ   

Используя теорему A, мы дадим короткое 
доказательство этой теоремы.  

Доказательство. Необходимость. Согласно 
условию, каждая 3 -максимальная подгруппа 
группы G  является S -квазинормальной в .G  
Значит, в каждой максимальной цепи длины три 
группы G  имеется собственная S -квазинор-
мальная в G  подгруппа. Тогда, по лемме 1.4, G  
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является группой одного из типов, описанных в 
теореме A. Кроме того, так как каждая 3 -макси-
мальная подгруппа группы G  является S -квази-
нормальной  в  ,G   то,  по  лемме  1.4,  каждая 
3 -максимальная подгруппа группы G  субнор-
мальна в .G  Значит, по лемме 1.1, каждая мак-
симальная подгруппа группы G  либо нильпо-
тентна, либо является группой Шмидта с абеле-
выми силовскими подгруппами.  

Будем предполагать, что G  – ненильпотет-
ная группа и ,G p q rα β γ| |=  где 3α β γ+ + >  для 

{0}.α β γ, , ∈ ∪N  
Предположим, что G  является группой ти-

па I в теореме A.  
Пусть G P Q=  – группа Шмидта и 

( ) 1,P| Φ |=  т. е. P  является абелевой группой. 
Пусть  .Q q| |>   В  этом случае группа G  имеет 
3-максимальную подгруппу 1 2 ,PQ  где 1P  – неко-
торая  максимальная  подгруппа  в  P   и  2Q   – 
2-максимальная подгруппа в .Q  По условию, 

1 2PQ  является S -квазинормальной подгруппой в 
.G  Следовательно, по лемме 1.6 и по лемме 1.7, 

1P  нормальна в ,G  что противоречит минималь-
ности .P  Поэтому 1 1.P =  Следовательно, 

P p| |=  и G  является группой типа (1).  
Пусть теперь .Q q| |=  В этом случае каждая 

2-максимальная  подгруппа  2P   из P  является 
3-максимальной подгруппой в .G  Тогда, по ус-
ловию, 2P  является S -квазинормальной под-
группой в .G  Следовательно, по лемме 1.6 и по 
лемме 1.7, 2P  нормальна в ,G  что противоречит 
минимальности .P  Значит, 2 1.P =  Следователь-
но, 2P p| |=  и поэтому 2 ,G p q| |=  что противоре-
чит нашему исходному допущению о группе .G   

Предположим теперь, что ( ) .P p| Φ |=  Пусть 
.Q q| |>  В этом случае группа G  имеет 3-макси-

мальную подгруппу 1 2 ,PQ  где 1P  – некоторая 
максимальная подгруппа в P  и 2Q  – 2-макси-
мальная подгруппа в .Q  По условию, 

1 2 1 2( ) ( )PQ Q Q PQ=  и поэтому 1PQ  является под-
группой в .G  Ввиду леммы 1.3  (2), ( )P QΦ  яв-
ляется максимальной подгруппой в G  и поэтому 

1 ( ).P P= Φ  Следовательно, P  является цикличе-
ской группой, что противоречит неабелевости P.  

Пусть теперь .Q q| |=  Понятно, что каждая 
2-максимальная подгруппа 2P  из  P   является  
3-максимальной подгруппой в .G  Тогда, по ус-
ловию, 2 2P Q QP=  и поэтому 2P Q  является под-
группой в .G  Допустим, что 2 ( ).P P≤ Φ/  Тогда 

2 ( )P P QΦ  является подгруппой в G  и поэтому, 

ввиду максимальности ( )P QΦ  в ,G  получаем 
либо 2 ( ) ( )P P Q P QΦ = Φ ,  либо 2 ( )P P Q GΦ = .  По-
нятно, что второй случай не имеет место. Следо-
вательно, 2 ( ) ( )P P Q P QΦ = Φ  и поэтому 

2 ( ).P P≤ Φ  Если 2 ( ),P P< Φ  то P  является абе-
левой группой, что противоречит рассматривае-
мому случаю. Следовательно, 2 ( )P P= Φ  и по-
этому ( )PΦ  является единственной 2-макси-
мальной подгруппой в .P  Ввиду рассматривае-
мого случая P  не является циклической груп-
пой. Значит, согласно [21; III, теоремы 8.2 и 8.4] 
имеет место ( ) 2P| Φ |=  и P  изоморфна группе 
кватернионов 8Q  порядка 8.  Так как при этом 

( ) 4,P P| /Φ |=  то 4 1≡  ( mod  q ). Это влечет 
3q =  и поэтому группа G  изоморфна группе 

(2 3).SL ,  
Теперь предположим, что  G P Q=  не  

является группой Шмидта, P  – минимальная 
нормальная подгруппа в G и выполняется усло-
вие (1).  

Пусть x  – произвольный элемент из Q  та-
кой, что 2 ,x qβ −| |=  где 3.β ≥  Тогда, поскольку 

,Q qβ| |=  то x  содержится в некоторой макси-
мальной подгруппе 1Q  группы .Q  Ясно, что 1PQ  
является максимальной подгруппой в G  и по-
этому либо 1PQ  нильпотентна, либо 1PQ  – 
группа Шмидта с P p| |=  и 1

1 .Q qβ −| |=  Очевидно, 
что в обоих случаях элемент x  централизует 
группу P  и поэтому 2( ) ( ).QC P Qβ −= Ω  Очевид-
но, что в этом случае, G  – группа типа (2).  

Предположим теперь, что выполняется ус-
ловие (2) и 2,q =  3.β =  Тогда, по [19; V, теоре-
ма 4.4], Q  изоморфна либо группе 8 ,Q  либо ди-
эдральной группе. В последнем случае 

,Q a b=  где 2 12 2 .ba b a a−| |= , | |= , =  Тогда 
Q  имеет точно три максимальные подгруппы: 

2a a b,  и 2a ab  и поэтому подгруппы 

вида 2a b,  и ab  являются 3-максималь-
ными подгруппами в .G  Известно, что диэд-
ральная группа D обладает свойством 1( )D DΩ =  
(см. [19; V, теорема 4.3]). Это означает, что одна 
из подгрупп порядка 2 диэдральной группы, на-
пример ,ab  не содержится в GQ .  Значит, эта 
подгруппа не является S-квазинормальной в G, 
но является 3-максимальной подгруппой в .G  
Полученное противоречие показывает, что 

8.Q Q  Следовательно, G  снова является груп-
пой типа (2).  

Если теперь либо 2q =  и 3,β >  либо q  – 
нечетное простое, то, по [19; V, теорема 4.4], в 
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первом случае Q изоморфна одной из групп 
(2)M D Qβ β β, ,  или ,Sβ  а во втором Q  изоморф-

на группе ( )M qβ  (см. [19; C. 190–191]). Если Q  
изоморфна одной из групп D Qβ β,  или ,Sβ  то, 
по [19; V, теорема 4.3], факторгруппа ( )Q Z Q/  
изоморфна 1.Dβ −  Но в группе 1Dβ −  имеются две 
нециклические максимальные подгруппы и по-
этому группа Q имеет по крайней мере две не-
циклические максимальные подгруппы, что про-
тиворечит условию. Следовательно, группа Q не 
может быть изоморфна одной из групп D Qβ β,  
или .Sβ  Таким образом, группа Q изоморфна 

( )M qβ  и поэтому G  снова является группой 
типа (2).  

Пусть теперь выполняется условие (3). Оче-
видно, что максимальная в G  подгруппа 
G QN  является группой Шмидта и, следова-
тельно, G p| |= .N  Откуда следует, что G  являет-
ся группой типа (4). 

Предположим теперь, что G является груп-
пой типа II в теореме A.  

Так как R r| |= , то PQ  – максимальная 
подгруппа группы G . Значит, PQ  либо нильпо-
тентна, либо является группой Шмидта. Пусть 

1P  – некоторая максимальная подгруппа группы 
P  и 2Q  – 2-максимальная подгруппа группы .Q  
Тогда 1 2PQ  является 3-максимальной подгруп-
пой в .G  По условию, 1 2PQ  является S -ква-
зинормальной подгруппой в .G  Тогда, по лемме 
1.6 и по лемме 1.7, 1P  нормальна в ,G  что про-
тиворечит минимальности .P  Значит, .P p| |=  
Если R  не является нормальной подгруппой в 

,G  то .Q q| |=  Тогда, ,G pqr| |=  что противоре-
чит нашему исходному предположению о группе 

.G  Если же R  нормальна в ,G  то G  является 
группой типа (5).  

Пусть теперь G является группой типа III в 
теореме A.  

Предположим вначале, что P – неабелева 
группа. Пусть 2P  – произвольная 2-максималь-
ная подгруппа в .P  Так как ,GQ Q q| : |=  то 2 GP Q  
является 3-максимальной подгруппой в G  и по-
этому, по условию, 2 2( ) ( )G GP Q Q Q P Q= .  Следова-
тельно, 2P Q  является подгруппой в .G  Допус-
тим, что 2 ( ).P P≤ Φ/  Тогда 2 ( )P P QΦ  является 
подгруппой в G  и поэтому, ввиду максимально-
сти ( )P QΦ  в ,G  получаем либо 

2 ( ) ( )P P Q P QΦ = Φ ,  либо 2 ( )P P Q GΦ = .  Понятно, 
что второй случай не имеет место. Следователь-
но, 2 ( ) ( )P P Q P QΦ = Φ  и поэтому 2 ( )P P= Φ . 
Следовательно,  Ф(Р)  является   единственной  

2-максимальной подгруппой в .P  Ввиду рас-
сматриваемого случая P  не является цикличе-
ской группой. Значит, согласно [21; III, теоремы 
8.2 и 8.4] имеет место ( ) 2P| Φ |=  и P  изоморфна 
группе 8.Q  Но ( ) ( )P Q P QΦ = Φ  – группа 
Шмидта, что невозможно.  

Теперь предположим, что P  – абелева 
группа.  

Допустим, что .Q q| |>  Пусть 1P  – некото-
рая максимальная подгруппа группы P  и 2Q  – 
2-максимальная подгруппа группы .Q  Тогда 

1 2PQ  является 3-максимальной подгруппой в .G  
По условию, 1 2 1 2( ) ( )PQ Q Q PQ=  и поэтому 1PQ  
является подгруппой в группе G. Тогда, ввиду 
максимальности подгруппы ( )P QΦ  в группе G , 
мы имеем 1( )P Q PQΦ = .  Это означает, что ( )PΦ  
является максимальной подгруппой в P и поэто-
му P  – циклическая группа порядка 2.p  Так как 

( ) ( )P GΦ ⊆Φ  и группа G  не является нильпо-
тентной, то ( )G P/Φ  – сверхразрешимая группа 
Шмидта. Поскольку, каждая максимальная под-
группа группы G, содержащая силовскую q-под-
группу группы G, является сверхразрешимой 
группой Шмидта, то максимальная подгруппа 
группы Q  совпадает с ( )Z G .  Следовательно, G  
– группа типа (3).  

Предположим теперь, что .Q q| |=  Пусть 2P  
– произвольная 2-максимальная подгруппа в .P  
Тогда 2P  является 3-максимальной подгруппой в 
G  и поэтому 2P Q  – подгруппа группы .G  Рас-
суждая аналогично, как и выше, можно показать, 
что ( )PΦ  является единственной 2-максималь-
ной подгруппой в .P  Поэтому, ввиду абелевости, 
P  является циклической группой. Это в свою 
очередь влечет 2 ,G p q| |=  что противоречит на-
шему исходному допущению о группе .G  

Допустим теперь, что G  – группа типа IV в 
теореме A. Пусть 1S  – некоторая максимальная 
подгруппа в .pA  Так как ,GQ Q q| : |=  то 1 GS Q  
является 3-максимальной подгруппой в .G  По 
условию, 1 GS Q  является S -квазинормальной 
подгруппой в .G  Тогда, по лемме 1.6 и по лемме 
1.7, 1S  нормальна в ,G  что противоречит мини-
мальности .pA  Значит, 1 1S =  и поэтому .pA p| |=  
Если B  – группа Шмидта, то, очевидно, что 

.pB p| |=  Значит, G  – группа типа (4).  
Допустим, что G – группа типа V в теореме 

A. В этом случае группа G имеет 3-максималь-
ную подгруппу 1 ,GPQ  где 1P  – некоторая макси-
мальная  подгруппа в .P  По условию, 1 GPQ  яв-
ляется S -квазинормальной подгруппой в .G  



Д.П. Андреева, А.Н. Скиба 
 

                   Проблемы физики, математики и техники, № 3 (8), 2011 48 

Следовательно, по лемме 1.6 и по лемме 1.7, 1P  
нормальна в ,G  что противоречит минимально-
сти .P  Поэтому 1 1.P =  Следовательно, .P p| |=  

Если R  не является нормальной подгруп-
пой в ,G  то .Q q| |=  Тогда, ,G pqr| |=  что проти-
воречит нашему исходному предположению о 
группе .G  Если же R  нормальна в ,G  то G  
является группой типа (5).  

Достаточность. Прежде всего заметим, 
что в нильпотентной группе каждая подгруппа 
является S -квазинормальной.  

Предположим теперь, что G  является не-
нильпотентной группой с G p q rα β γ| |= ,  где 
p q r, ,  – простые (необязательно различные) 
числа и 3.α β γ+ + >  

Допустим, что G  изоморфна группе 
(2 3).SL ,  В этом случае G P Q=  является груп-

пой Шмидта, где 8P Q  и Q  – группа порядка 3. 
Рассмотрим максимальную подгруппу ( ) xP QΦ  
группы .G  Так  как  ( ) 2P| Φ |=   и  3,Q| |=   то  
2 -максимальная подгруппа группы ( ) xP QΦ  яв-
ляется единичной нормальной подгруппой в .G  
Теперь рассмотрим максимальную подгруппу P  
группы .G  Так как P  является группой кватер-
нионов порядка 8,  то ( )PΦ  является единствен-
ной 2-максимальной подгруппой группы .P  По-
нятно, что подгруппа ( )PΦ  нормальна в G  и 
поэтому каждая 3-максимальная подгруппа 
группы G  является S -квазинормальной.  

Предположим, что G  – группа типа (1). 
Легко показать, что в этом случае каждая 3-мак-
симальная подгруппа нормальна в .G  

Допустим теперь, что G  является группой 
типа (2). Покажем, что в этом случае группа G  
удовлетворяет одному из условий:  

(a) ,G P Q=  где ,P p| |=  Q  – цикличе-
ская группа и ( )P QΦ  – группа Шмидта;  

(b) 1( ) ,qG P Q C= ×  где ,P p| |=  qC q| |=  и 

1PQ  – группа Шмидта;  
(c) ,G P Q=  где 2P p p| |= , >  и 8;Q Q  
(d) 1( ) ,qG P Q C=  где ,P p| |=  1 ,Q a=  

,qC b=  1 ,qQ C qβ| |=  1,a qβ −| |=  1PQ  – группа 

Шмидта, 
21b qa a

β−+=  и 1[ ] 1P C, =  для всякой под-
группы 1,C  изоморфной .qC  

Так как, по условию, 2( ) ( ),QC P Qβ −= Ω  то в 
группе G  имеется ненильпотентная максималь-
ная подгруппа .H  Понятно, что H  содержит P  
и поэтому 1,H P Q=   где 1Q  – некоторая мак-
симальная  подгруппа  в  .Q   Ввиду условия, 
каждая  максимальная  подгруппа  группы 1Q   

централизует .P  Это в свою очередь влечет, что 
каждая максимальная подгруппа группы H  яв-
ляется нильпотентной и поэтому H  – группа 
Шмидта.  

Если теперь группа Q  циклическая, то G  
является группой типа (a). Предположим, что Q  
является абелевой, но нециклической группой. 
Тогда 1 qQ Q C= × ,  где .qC q| |=  Ввиду условия, 
[ ] 1qP C, =   и  поэтому  G   является  группой  
типа (b). 

Пусть теперь Q  изоморфна группе 8.Q  То-
гда, очевидно, G  является группой типа (c). Ос-
талось рассмотреть случай, когда Q  изоморфна 
группе ( ).M qβ  Из того, что G  имеет макси-
мальную подгруппу Шмидта 1H P Q=  и строе-
ния группы ( ),M qβ  получаем  

1( ) ,qG P Q C=  

где ,P p| |=  1 ,Q a=  ,qC b=  1 ,qQ C qβ| |=  
1,a qβ −| |=  1PQ  – группа Шмидта, 

21 .b qa a
β−+=  

Поскольку, ввиду условия, 1[ ] 1P C, =  для всякой 
подгруппы 1,C  изоморфной ,qC  то в этом слу-
чае G  является группой типа (d).  

Таким образом, в случае, когда G является 
группой типа (2), для нее выполняется одно из 
условий (а)–(d).  

Если G является группой типа (a), то 3-мак-
симальными подгруппами в G являются под-
группы 2Q  и 3,PQ  где 2Q  и 3Q  – 2-максималь-
ная и 3-максимальная подгруппы в ,Q  соответ-
ственно. Очевидно, что каждая из этих подгрупп 
нормальна в G. 

Предположим теперь, что G – группа типа 
(с).  Легко  видеть,  что  в  этом  случае  каждая 
3-максимальная подгруппа нормальна в G.   

Пусть теперь G является группой типа (d). 
Покажем индукцией по ,G| |  что каждая 3-мак-
симальная подгруппа T  группы G S -квази-
нормальна. Допустим вначале, что 1 1xT Q∩ ≠  
для некоторого .x G∈  Тогда 1

xQ  имеет собствен-
ную подгруппу Z  такую, что Z T≤  и .Z q| |=  
Так как 1

xPQ  – группа Шмидта, то ( )GZ C P≤  и 
поэтому Z  нормальна в .G  Так как 1( ),Z PQ≤ Φ  
то 1PQ Z/  является группой Шмидта. Легко заме-
тить, что группа G Z/  удовлетворяет и всем ос-
тальным условиям, описанным в случае (d), и 
поэтому G Z/  является группой типа (d). Так как 

,G Z G| / |<| |  ввиду 1,Z| |≠  и T Z/  является 3-мак-
симальной подгруппой в ,G Z/  то, по выбору ,G  
T Z/  S -квазинормальна в .G Z/  Тогда, по лемме 
1.4 (2), T  S -квазинормальна в ,G  что противо-
речит выбору группы .G  
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Следовательно, 1 1xT Q∩ =  для всех .x G∈  
Так как группа G  является q -нильпотентной, 
то, по лемме 1.6, 1Q| |  делит G T| : |  и, по лемме 
1.5, либо 3,G T q| : |=  либо 2.G T pq| : |=  

Допустим, что верен первый случай. Тогда 
либо 3

1 ,Q q| |=  либо 2
1Q q| |= .  Если 2

1 ,Q q| |=  то 
T P=  является S -квазинормальной в ,G  что 
противоречит выбору группы .G  Если 3

1 ,Q q| |=  
то .qT PC=  Ввиду условия [ ] 1,qP C, =  легко по-
казать, что группа qC  S -квазинормальна в .G  
Но тогда и группа T  является S -квазинормаль-
ной в ,G  что противоречит выбору группы .G   

Теперь предположим, что 2.G T pq| : |=  Так 
как при этом 1Q| |  делит ,G T| : |  то qT C .  Ана-
логично, как и выше, можно показать, что T  
снова является S -квазинормальной в G. Полу-
ченное  противоречие  показывает,  что  каждая 
3-максимальная подгруппа группы G является 
S -квазинормальной.  

Аналогично рассматривается случай, когда 
G является группой типа (b).  

В случае, когда G – группа одного из типов 
(3), (4) или (5),  непосредственной проверкой 
легко убедиться, что каждая 3-максимальная 
подгруппа является нормальной в G. Теорема 
доказана.  
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