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Доказана следующая теорема. 
Теорема. Если в неединичной группе G индексы примитивных подгрупп примарны, то G=[D]H – сверхразрешимая 
группа, где D и H – холловы нильпотентные в G подгруппы, причем D совпадает с нильпотентным корадикалом GN 
группы G. 
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The following theorem is proved.  
Theorem. If in a non-identity finite group G every primitive subgroup has a prime power index, then G=[D]H, where D and H 
are Hall nilpotent subgroups of G and D coincides with the N-residual GN of G. 
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Введение  
Все рассматриваемые в данной работе груп-

пы конечны.  
Как известно, максимальные подгруппы 

оказывают существенное влияние на строение 
группы. Так, например, согласно знаменитой 
теореме Хупперта [1] группа G сверхразрешима 
тогда и только тогда, когда все ее максимальные 
подгруппы имеют простые индексы. Этот ре-
зультат получил развитие во многих направлени-
ях (см. Л.А.Шеметков и С.А.Чунихин [2]). Заме-
тим, что если мы попытаемся заменить условие 
простоты индексов на более слабое: индекс каж-
дой максимальной подгруппы есть степень про-
стого числа, то, как показывает пример группы 
PSL(2,7), группа при таких ограничениях, в об-
щем случае, не является даже разрешимой. Од-
нако, как показано в работе [3], если мы накла-
дываем такое ограничение на более широкий 
класс примитивных подгрупп [3], то группа G 
снова будет сверхразрешимой. Напомним, что 
собственная подгруппа H группы G называется 
примитивной подгруппой в G, если пересечение 
всех тех подгрупп из G, которые содержат H 
собственным образом, снова отлично от H. 

В данной работе, развивая идеи работы [3], 
мы уточняем строение групп, все примитивные 
подгруппы которых имеют примарные индексы. 

 
1 Некоторые предварительные сведения 
Напомним, что подгруппа H группы G на-

зывается c-нормальной в G [4], если в G имеется 
такая нормальная подгруппа T, что HT G=  и 

.GT H H∩ ⊆   

В работе [4] было доказано, что группа G 
разрешима тогда и только тогда, когда каждая ее 
максимальная подгруппа c-нормальна. Следую-
щая теорема показывает, что если в группе c-
нормальными являются все ее примитивные под-
группы, то эта группа сверхразрешима. 

Теорема 1.1 [5]. Если в неединичной группе 
G каждая ее примитивная подгруппа либо c-нор-
мальна, либо имеет примарный индекс в G, то G 
сверхразрешима. 

Следствие 1.1 [3]. Если в неединичной груп-
пе G каждая ее примитивная подгруппа имеет 
примарный индекс в G, то G сверхразрешима. 

Лемма 1.1 [1]. Пусть G – сверхразрешимая 
группа. Тогда  

' ( ).G F G⊆  
Лемма 1.2 [3]. Пусть ,H T G≤ ≤  где G – 

конечная неединичная группа, причем H является 
примитивной в T. Тогда найдется такая прими-
тивная в G подгруппа X, что  

.H T X= ∩  
 

2 Основной результат 
 Усиливая основной результат (Джонсон [3]) 
докажем следующую теорему. 

Теорема 2.1. Если в неединичной группе G 
индексы примитивных подгрупп примарны, то 
G=[D]H – сверхразрешимая группа, где D и H – 
холловы нильпотентные в G подгруппы, причем 
D совпадает с нильпотентным корадикалом GN 
группы G. 

Доказательство. Пусть D=GN – N-коради-
кал группы G, т. е. D – наименьшая нормальная в 
G подгруппа с нильпотентной факторгруппой. 

МАТЕМАТИКА
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Так как (следствие 1.1) G – сверхразреши-
мая группа, то, используя лемму 1.1, мы имеем  

' ( ).G F G⊆  
Ясно, что '.D G⊆  Поэтому D – нильпо-

тентная группа. Докажем, что D – холлова под-
группа в группе G. Предположим, что это не 
верно и пусть G – контрпример минимального 
порядка. Тогда 1.D ≠  

Сначала предположим, что G имеет две ми-
нимальные нормальные подгруппы H и R такие, 
что H – p-группа и R – q-группа с .p q≠  Без по-
тери общности, мы можем предположить, что 

.H D⊆  Так как [6, с.10]  
( / )   /   / ,G R G R R DR R= =N N  

то по выбору группы G мы видим, что DR/R – 
холлова подгруппа в G/R. Пусть Dp – силовская 
p-подгруппа в D. Тогда по индукции RDp/R – 
силовская p-подгруппа в DR/R, а, значит, она 
также является силовской p-подгруппа в G/R. 
Поэтому Dp – силовская p-подгруппа в G. Пусть 

pD D≠  и пусть Dr – силовская r-подгруппа в D, 
где .r p≠  Теперь, рассматривая факторгруппу 
G/H, мы видим, как и выше, что Dr – силовская r-
подгруппа в G. Тогда D – холлова подгруппа в G. 
Теперь рассмотрим случай, когда все минималь-
ные нормальные подгруппы в G – p-группы. В 
этом случае мы видим, что ( ) ( )pF G O G=  – си-
ловская p-подгруппа в G, и ( ).pD O G⊆  Если 

,H D≠  тогда, используя аргументы, приведен-
ные выше, мы видим, что D – силовская p-под-
группа в G. Таким образом мы можем положить, 
что . H D=  Теперь мы можем утверждать, что  

( ( )) 1.pФ Ф O G= =   
Действительно, если 1,Ф ≠  тогда по индукции 

/ / ( / )ФD Ф ФG Ф G Ф= =N N  

– холлова подгруппа в / .G Ф  Если ,H Ф⊆  тогда 
/G Ф  – нильпотентная группа. Но ( ) ,pO G G  и 

таким образом 
( ).Ф Ф G⊆  

Следовательно, G – нильпотентная группа и  
1,H G= =N  

что противоречит нашему выбору группы G. По-
этому ФH ⊆/  и, таким образом, /HФ Ф  – не-
единичная p-группа. Так как  

( / ) / /  G Ф G Ф Ф HФ Ф= =N N  
– холлова подгруппа в G/Φ, мы имеем 

( ),pHФ O G=  
и, вследствие этого, ( )pD H O G= =  – холлова 
подгруппа в G. Это противоречие показывает, 
что  ( ( )) 1.pФ O G =  

Теперь мы покажем, что каждая собствен-
ная подгруппа T из Op(G) – нормальна в G. Пред-
положим, что T – максимальная подгруппа в 

( ).pO G  Тогда T – примитивная в ( )pO G  и, таким 
образом используя лемму 1.2,  

( ) ,pT O G X= ∩  
для некоторой примитивной подгруппы из G 
подгруппы X. По предположению, G имеет 
нильпотентную холлову подгруппу 0X  такую, 
что 0.G XX=  Пусть q простой делитель | : | .G X  
Тогда 0 .q X   Пусть Xq  – силовская q-подгруппа 
в 0.X   

Предположим, что .q p≠  Так как  
( ) ( ),p pO G X T O G∩ = ≠  

| | : |,p G X  то 0| | | .p X  Поэтому 0( ) .pO G X⊆  
Следовательно, поскольку 0X  – нильпотентная 
группа, то  

( ( )),q G pX C O G⊆  
вопреки [7, с. 36]. Это противоречие показывает, 
что |G:X| = p. Но  

( )pX O G X∩  
и, следовательно,  .T G   Таким образом, каж-
дая максимальная подгруппа из ( )pO G   нор-
мальна в G. 

Пусть T – минимальная подгруппа в ( )pO G . 
Чтобы доказать, что T нормальна в G, нам доста-
точно доказать, что T есть пересечение всех мак-
симальных в ( )pO G  подгрупп ,iT  содержащих T. 
Так как  

( ( )) 1,pФ O G =  
( )pO G  – элементарная абелева p-группа. Следо-

вательно, ( ) /pO G T  – также элементарная абеле-
ва группа и, таким образом,  

( ( ) / ) 1.pФ O G T =  
Следовательно, T есть пересечение всех та-

ких максимальных в ( )pO G  подгрупп, содержа-
щих T. 

Понятно, что  
2( ) ... ,p tO G a a a=< > × < > × × < >  

где ia< >  – минимальная нормальная подгруппа 
в G,  и  пусть  .a H< >=  Пусть 1 2 ... .ta aa a= ⋅ ⋅  
Так как  

1 2 ... 1,ta a a< > ∩ < > ⋅ ⋅ < >=  
мы имеем 

1 2( ) ... .p tO G a a a=< > × < >× × < >  
Так как G – ненильпотентная группа, 

( ) ( ).pO G Z G⊆/  Следовательно, существует ин-
декс i такой, что ( ).ia Z G∉  Мы уже знаем, что 

.ia G< >  
Ясно, что G имеет элемент g такой, что 
(| |,  ) 1g p =  и ( ).G ig C a∉  Пусть  

1[[ ,  ],  ..., ],i ny a y y=  
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где 1 ... ny y g= = =  и | | .n G=  Тогда,  конечно, 
.y H D∈ =  Но, с другой стороны, iy a∈< >  и 

1,y ≠  так как ( )G iG C a∉ . Поэтому ,ia H< >=  
противоречие. Это противоречие завершает до-
казательство теоремы. 

 
Заключение 

 Доказанная в работе теорема показывает, 
что всякая конечная группа, в которой индексы 
примитивных подгрупп примарны, является 
сверхразрешимой группой, которая факторизует-
ся двумя своими холловскими нильпотентными 
подгруппами, одна из которых нормальна.  
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