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 Введение 
Рассматриваются только конечные группы. 

Важную роль при изучении строения конечных 
групп играют силовские подгруппы. Например, 
группа, у которой все силовские подгруппы суб-
нормальны, нильпотентна.  

В теории классов конечных групп обобще-
нием понятия  субнормальности является поня-
тие F -достижимости, введенное Кегелем в рабо-
те [1].  

Определение. Назовем подгруппу H  F -
достижимой в группе ,G  если существует цепь 
подгрупп  

0 1 mG H H … H H= ⊇ ⊇ ⊇ =  
такая, что для любого 1 2i … m= , , ,  либо подгруп-
па iH  нормальна в 1,iH −  либо 1( ) .i iH H− ⊆F   

В настоящей работе рассматривается задача 
изучения строения конечных групп, у которых 
силовские подгруппы и бипримарные подгруппы 
F -достижимы.  

Начало такого исследования строения ко-
нечных групп восходит к работам [2], [3].  

 
1 Используемые обозначения и леммы 
Необходимые обозначения и определения 

можно найти в монографии [4]. Напомним неко-
торые из них. Формация – класс групп, замкну-
тый относительно гомоморфных образов и под-
прямых произведений. Пусть F  – непустая фор-
мация. Через GF  обозначается F -корадикал 
группы, то есть пересечение всех тех нормаль-
ных подгрупп N  группы ,G  для которых 

.G N/ ∈F  Минимальная не F -группа – группа, не 
принадлежащая ,F  все собственные подгруппы 

которой принадлежат .F  Через ( )Gπ  обознача-
ется множество всех простых делителей порядка 
группы ,G  через ( )Gπ  – число простых дели-
телей порядка группы ,G  через ( )π F  – множе-
ство всех простых делителей порядков групп, 
принадлежащих .F  Через ,N  2 ,N  πN  обозна-
чаются класс всех нильпотентных групп, класс 
всех метанильпотентных групп, класс всех ниль-
потентных π -групп соответственно.  

В дальнейшем нам понадобятся следующие 
известные свойства F -достижимых подгрупп.  

Лемма 1.1. Пусть F  – непустая наследст-
венная формация. Тогда справедливы следующие 
утверждения:  

1) если H  – подгруппа группы G  и 
,G H⊆F  то H  – F -достижимая подгруппа 

группы ;G  
2) если H  – F -достижимая подгруппа 

группы G , то H K∩  – F -достижимая под-
группа K  для любой подгруппы K  группы ;G   

3) если H  – F -достижимая подгруппа K  
и K  – F -достижимая подгруппа группы ,G  то 
H  – F -достижимая подгруппа группы ;G  

4) если 1H  и 2H  – F -достижимые под-
группы группы ,G  то 1 2H H∩  – F -достижи-
мая подгруппа группы ;G  

5) если H  – F -достижимая подгруппа 
группы ,G  то xH  F -достижима в G  для лю-
бых .x G∈   

Доказательство. 1) Пусть H  – подгруппа 
группы G  и .G H⊆F  Так как G G/ ∈F F  и F  – 
наследственная формация, то подгруппа H G/ F  
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является F -субнормальной подгруппой группы 
.G G/ F  Отсюда, согласно определению F -суб-

нормальной подгруппы, существует максималь-
ная цепь  

0 1 nG G H G H G … H G H G/ = / ⊃ / ⊃ ⊃ / = /F F F F F  
такая, что 1( )i iH G H G− / ⊆ /F F F  для всех 

1 2 .i … n= , , ,  Отсюда получаем, что в группе G  
существует максимальная цепь  

0 1 nG H H … H H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что 1( )i iH H− ⊆F  для всех 1 2 .i … n= , , ,  

А это значит, что H  – F -субнормальная 
подгруппа группы .G  Поскольку любая F -
субнормальная подгруппа группы G  является 
F -достижимой в ,G  то H  – F -достижимая 
подгруппа группы .G  

2) Пусть H  – F -достижимая подгруппа 
группы .G  Тогда, по определению, существует 
цепь подгрупп  

0 1 mG H H … H H= ⊇ ⊇ ⊇ =  
такая, что для любого 1 2i … m= , , ,  либо подгруп-
па iH  нормальна в 1,iH −  либо 1( ) .i iH H− ⊆F  

Пусть K  – некоторая подгруппа из .G  Рас-
смотрим цепь подгрупп:  

0 1 mK H K H K … H K H K= ∩ ⊇ ∩ ⊇ ⊇ ∩ = ∩ .  
Если подгруппа iH  нормальна в 1,iH −  то под-
группа iH K∩  нормальна в 1 .iH K− ∩  Пусть 

1( ) .i iH H− ⊆F  Так как формация F  наследствен-
на, то из 1 1( )i iH H− −/ ∈F F  следует, что  

1 1 1( )( ) ( )i i iH K H H− − −∩ / ∈ .F F F  
Теперь ввиду изоморфизма  

1 1 1

1 1 1

( )( ) ( )

( )
i i i

i i i

H K H H

H K H K H
− − −

− − −

∩ /

∩ / ∩ ∩

F F

F
 

имеем  
1 1( ) .i iH K H K− −∩ / ∩ ∈F F  

Значит,  
1 1( ) ( )i iH K H K− −∩ ⊆ ∩ .F F  

Так как 1( ) ,i iH H− ⊆F  то  

1( ) .i iH K H K− ∩ ⊆ ∩F  
Итак, для каждого 1 2i … m= , , ,  либо подгруппа 

iH K∩  нормальна в 1 ,iH K− ∩  либо 

1( ) .i iH K H K− ∩ ⊆ ∩F  Отсюда, по определению, 
H K∩  – F -достижимая подгруппа группы .K  

Утверждение 3) следует непосредственно из 
определения F -достижимой подгруппы.  

Утверждение 4) следует теперь из утвер-
ждений 2) и 3).  

Утверждение 5) следует непосредственно из 
определения F -достижимой подгруппы. Лемма 
доказана.  

Лемма 1.2. Пусть F  – непустая формация. 
Если G  – разрешимая минимальная не F -
группа, то GF  – примарная подгруппа.  

Доказательство. Пусть G  – разрешимая 
минимальная не F -группа. Тогда ( ) ( ).G F GΦ ⊂  
Отсюда следует, что в группе G  найдется нор-
мальная примарная подгруппа ,K  не содержа-
щаяся в ( ).GΦ  Но тогда в G  найдется макси-
мальная подгруппа M  такая, что .G KM=  Так 
как ,M ∈F  то .G K MK K M M K/ = / ≅ / ∩ ∈F  От-
сюда следует, что .G K⊆F  Лемма доказана.  

Лемма 1.3. Пусть 2N  – формация всех ме-
танильпотентных групп. Если G  – разрешимая 
минимальная не 2N -группа, то она одного из 
следующих типов:  

1) ( ) 3,Gπ =  ,pG G H=  где ;pG G= F  

2) ( ) 2Gπ = , GF  – примарная p -подгруп-

па, причем .pG G⊂F   
Доказательство. Пусть G  – разрешимая 

минимальная не 2N -группа. Согласно теореме 
1.5 из [5] ( ) ( ) ( ) ( ),G G G G G M G/Φ = Φ /Φ /ΦF  где 

( ) ( ) ( ) ( )G G G F G GΦ /Φ = /ΦF  – примарная p -
группа. По теореме 1 из [6] ( )G F G/  – группа 
Шмидта. Следовательно, ( ( )) 2.G F Gπ / =  Так 

как ( ) ( ( )) ,G G Gπ π= /Φ  то ( ) 3.Gπ ≤  

Если ( ) 3Gπ = , то, как показано выше, GF  
– силовская p -подгруппа группы .G  Следова-
тельно, G  – группа из пункта 1).  

Пусть ( ) 2.Gπ =  Если ,pG G=F  то 2 ,G∈N  

что невозможно. Итак, GF  – собственная под-
группа из pG  и G  – группа из пункта 2). Лемма 
доказана.  

Лемма 1.4. Пусть F  – формация всех раз-
решимых групп с p -длиной 1≤ . Если G  – раз-
решимая минимальная не F -группа, то 

( ) 2Gπ =  и GF  – собственная подгруппа ,pG  
где ( ).p Gπ∈  

Доказательство. Предположим, что 
( ) 2Gπ > , где G  – минимальная не F -группа. 

Отсюда следует, что любая бипримарная под-
группа группы G  имеет p -длину 1≤ . Но тогда 
хорошо известно, что p -длина группы G  не 
превосходит 1 , что невозможно. Итак, 

( ) 2.Gπ ≤  Согласно лемме 1.2 GF  – примарная 

p -подгруппа. Если ,pG G=F  то G  – p -замкну-
тая группа. А это значит, что p -длина группы G  
не превосходит 1 , что невозможно. Итак, GF  – 
собственная подгруппа .pG  Лемма доказана.  



Конечные группы с обобщенно субнормальными подгруппами 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 4 (5), 2010 59

2 Основные результаты 
Теорема 2.1. Пусть F  – непустая наслед-

ственная формация и ( ) .π ⊆F FN  Тогда следую-
щие утверждения эквивалентны:  

1) F  содержит любую разрешимую группу 
,G  у которой ( ) ( )Gπ π⊆ F  и любая силовская 

подгруппа из G  F -достижима в ;G  
2) любая разрешимая минимальная не       

F -группа G  либо ,p qG G G=  где ,pG G= F  

либо G p= , где ( ).p π∈/ F  
Доказательство. Покажем, что из 1) следу-

ет 2). Пусть G – произвольная разрешимая ми-
нимальная не F -группа. Пусть ( ) ( ).Gπ π⊆ F  
Согласно лемме 1.2 GF  – примарная p -группа, 
где ( ).p Gπ∈  

Пусть ( ) 2Gπ > . Покажем, что любая си-
ловская подгруппа из G  F -достижима в .G  
Действительно, пусть qG  – произвольная силов-
ская подгруппа группы G. Рассмотрим подгруп-
пу .pG GF  Очевидно, что pG GF  – собственная 

подгруппа группы .G  Тогда .pG G ∈F F  Так как 
F  – наследственная формация, то pG  – F -

достижимая подгруппа из .pG GF  Согласно лем-

ме 1.1 pG GF  – F -достижимая подгруппа группы 
.G  По лемме 1.1 pG  – F -достижимая подгруппа 

группы .G  Но тогда согласно условию ,G∈F  
что невозможно. Итак, ( ) 2.Gπ ≤  Рассмотрим 
следующие два случая.  

Пусть ( ) 1Gπ = . Так как ( ) ,π ⊆F FN  то 
,G∈F  что невозможно.  
Пусть ( ) 2Gπ = . Покажем, что ,p qG G G=  

где .pG G= F  Предположим противное, то есть 

GF  – собственная подгруппа .pG  Согласно лем-
ме 1.1 pG  – F -достижимая подгруппа группы 

.G  Рассмотрим подгруппу .qG GF  Так как 

qG GF  – собственная подгруппа группы ,G  то 

.qG G ∈F F  Так как F  – наследственная форма-

ция, то qG  F -достижима в .qG GF  По лемме 1.1 

qG GF  F -достижима в .G  По лемме 1.1 qG  F -
достижима в G. Следовательно, все силовские 
подгруппы группы G  F -достижимы в .G  Со-
гласно условию .G∈F  Получили противоречие. 
Итак, .pG G=F  

Пусть теперь ( ) ( ).Gπ π⊆/ F  Отсюда нетруд-
но показать, что G  – группа простого порядка 
p , причем ( ).p π∈/ F  

Покажем, что из 2) следует 1). Доказатель-
ство проведем от противного. Пусть в G все си-
ловские подгруппы F -достижимы, но .G∈/ F  
Пусть H – произвольная собственная подгруппа 
группы G. Покажем, что все силовские подгруп-
пы из H  F -достижимы в .H  Действительно, 
пусть Hp – произвольная силовская подгруппа из 

.H  По теореме Силова .p pH G⊆  Так как 
( ) ( )Gπ π⊆ F  и ( ) ,π ⊆F FN  то .pG ∈F  Так как 

F  – наследственная формация, то pH  – F -до-
стижимая подгруппа .pG  Так как pG  F -дости-
жима в ,G  то по лемме 1.1 pH  – F -достижима в 

.G  Но тогда по лемме 1.1 pH  F -достижима в 

.G  По индукции .H ∈F   
Итак, G  – минимальная не F -группа. Так 

как ( ) ( ),Gπ π⊆ F  то ,p qG G G=  где .pG G= F  
По условию qG  – F -достижимая подгруппа 
группы .G  Тогда qG  содержится в максималь-
ной подгруппе M группы G, причем M  либо F -
нормальна в G, либо нормальна в G. Если M  F -
нормальна в ,G  то .G M⊆F  Отсюда следует, 
что ,G M⊆  что невозможно. Пусть M  – нор-
мальная подгруппа .G  Тогда .G G M= F  Очевид-
но, что G G/ ∈F F  и .G M/ ∈F  Так как F  – фор-
мация, то .G G M/ ∩ ∈F F  Отсюда следует, что 

.G G M⊆ ∩F F  А это значит, что ,G M⊆  что 
невозможно. Получили противоречие. Итак, 

.G∈F  Теорема доказана.  
Теорема 2.2. Пусть F  – непустая наслед-

ственная формация. Тогда следующие утвер-
ждения эквивалентны:  

1) F  содержит любую разрешимую группу 
,G  у которой ( ) ( )Gπ π⊆ F  и любая бипримар-

ная подгруппа из G  F -достижима в ;G  
2) любая разрешимая минимальная не F -

группа G – группа одного из следующих типов:  
a) ,pG G H=  ( ) 3Gπ =  и ;pG G= F  

b) ( ) 2Gπ =  и GF  – примарная p -под-

группа, причем ;pG G⊂F  
c) G – группа простого порядка p, где 
( ).p π∈/ F  
Доказательство. Покажем, что из 1) следу-

ет 2). Пусть G – произвольная разрешимая ми-
нимальная не F -группа.  

Пусть ( ) ( ).Gπ π⊆ F  Отсюда нетрудно пока-
зать, что G – группа простого порядка p, где 

( ).p π∈/ F  Итак, G  – группа из пункта c).  
Пусть ( ) ( ).Gπ π⊆ F  Согласно лемме 1.2 

GF  – примарная  p -группа,   где ( ).p Gπ∈    
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Покажем, что ( ) 3.Gπ ≤  Пусть ( ) 3Gπ >  и H  – 
произвольная бипримарная подгруппа. Покажем, 
что H F -достижима в G. Рассмотрим подгруппу 

.G HF  Очевидно, что G HF  – собственная под-
группа группы G. Отсюда следует, что .G H ∈F F  
Так как F  – наследственная формация, то H  – 
F -достижимая подгруппа в G HF  – F -дости-
жимая подгруппа группы .G  По лемме 1.1 H F -
достижима в G. Согласно условию теоремы 

.G∈F  Получили противоречие. Итак, ( ) 3Gπ ≤ .  

Пусть ( ) 3Gπ = . Покажем, что .pG G=F  

Предположим противное, то есть .pG G⊂F  
Пусть H – произвольная бипримарная подгруппа 
группы .G  Рассмотрим подгруппу .HGF  Оче-
видно, что HGF  – собственная подгруппа груп-
пы .G  Отсюда следует, что .HG ∈F F  Так как 
F  – наследственная формация, то H  – F -дости-
жимая подгруппа из .HGF  Согласно лемме 1.1 
HGF  F -достижима в .G  Теперь по лемме 1.1 
H  F -достижима в .G  Согласно условию тео-
ремы .G∈F  Получили противоречие. Итак, 

pG G= F  и G – группа из пункта 2).  

Пусть ( ) 2Gπ = . Покажем, что GF  – собст-
венная подгруппа из .pG  Предположим против-

ное. Тогда ,p qG G G=  где .pG G= F  Рассмот-
рим факторгруппу ( ).G G/Φ  Так как F  – насы-
щенная формация, то ( )G G/Φ  – минимальная не 
F -группа. Так как ( ) ( )G G GΦ /ΦF  – минимальная 
нормальная подгруппа, то в ( )G G/Φ  нет собст-
венных бипримарных подгрупп, не содержащих 

( ) ( ).G G GΦ /ΦF  Согласно лемме 1.1 любая би-
примарная подгруппа ( ),G G/Φ  содержащая 

( ) ( ),G G GΦ /ΦF  F -достижима в ( ).G G/Φ  Итак, в 
( )G G/Φ  любая бипримарная подгруппа F -

достижима в ( ).G G/Φ  Согласно условию теоре-
мы ( ) .G G/Φ ∈F  Так как F  – насыщенная фор-
мация, то .G∈F  Получили противоречие.  

Покажем, что из 2) следует 1).  
Пусть ( ) ( )Gπ π⊆ F  и в G  любая бипри-

марная подгруппа F -достижима в ,G  но .G∈/ F  
Пусть H – собственная подгруппа группы G. 
Очевидно, что любая бипримарная подгруппа из 
H  F -достижима в .G  Согласно лемме 1.1 каж-
дая такая подгруппа F -достижима в .H  По ин-
дукции .H ∈F  Итак, G  – минимальная не F -
группа. Пусть G – группа из пункта a), тогда 

,pG G H=  где pG G= F  и ( ) 3.Gπ =  Согласно 
условию  теоремы бипримарная подгруппа H   

F -достижима в G. Следовательно, H содержится 
в максимальной подгруппе M группы G, причем 
M либо F -нормальна, либо M нормальна в G. 
Если M F -нормальна, то .G M⊆F  Отсюда 

,G M⊆  что невозможно. Если M нормальна в G, 
то G G/ ∈F F  и G M/ ∈F  и, значит, .G G M/ ∩ ∈F F  
Отсюда ,G M⊆F  что невозможно.  

Пусть G  – группа из пункта 2). Тогда 
,G G K= F  где K  – бипримарная подгруппа груп-

пы .G  Согласно условию K  – F -достижимая 
подгруппа группы .G  Как и выше, нетрудно по-
казать, что такое невозможно. Теорема доказана.  

Следствие 2.2.1. Пусть 2N  – формация 
всех метанильпотентных групп. Разрешимая 
группа G  метанильпотентна тогда и только 
тогда, когда любая ее бипримарная подгруппа 

2N -достижима в .G   
Доказательство следует из леммы 1.3 и тео-

ремы 2.2.  
Следствие 2.2.2. Пусть F  – формация всех 

разрешимых групп с p -длиной 1.≤  Разрешимая 
группа G∈F  тогда и только тогда, когда любая 
ее бипримарная подгруппа F -достижима в G.  

Доказательство следует из теоремы 2.2 и 
леммы 1.4.  
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