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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Практическое пособие «Числовые ряды» по математическому 

анализу составлено в соответствии с действующей программой по 

данной дисциплине для математических специальностей университе-

тов. Пособие содержит две лабораторные работы по следующим те-

мам: числовые ряды с неотрицательными членами и знакоперемен-

ные ряды, которые излагаются на первом году обучения. В начале 

каждой лабораторной работы содержится справочный материал по 

теме, а также решения типовых задач. В лабораторных работах зада-

ния разделены на двадцать вариантов. В каждом задании задачи по-

добраны одного уровня сложности для каждого варианта. Наличие 

заданий разного уровня сложности позволяет преподавателю варьи-

ровать объѐмом каждой лабораторной работы. Нумерация заданий 

своя в каждой лабораторной работе. При составлении пособия авто-

ры использовали литературу, список которой приводится в конце. 

Практическое пособие по математическому анализу предназна-

чено, с одной стороны, для организации учебного процесса дневного 

отделения факультета математики и технологий программирования 

по специальностям 1-31 03 01 02 «Математика», 1-31 03 03 01 «При-

кладная математика (научно-производственная деятельность)»,               

1-31 03 03 02 «Прикладная математика (научно-педагогическая дея-

тельность)», 1-40 04 01 «Информатика и технологии программирова-

ния», 1-31 03 06 01 «Экономическая кибернетика (математические 

методы в экономике)». С другой стороны, оно может быть использо-

вано при проведении практических занятий и формирования индиви-

дуальных заданий студентам разных форм обучения 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА 1 

РЯДЫ С НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ 
 

Определение 1. Пусть    1 21
, ,..., ,...n nn

a a a a



  – числовая по-

следовательность. Символ  
 

1 2 3

1

... ...k k

k

a a a a a




       

 

называется числовым рядом, числа 1 2, ,..., ,...ka a a  – членами ряда,              

а число ka  – k -м или общим членом ряда. 

В дальнейшем в качестве индекса суммирования в выражении 

используются любые буквы латинского алфавита, например , ,i j n .  

Определение 2. Сумма конечного числа n  первых членов чис-

лового ряда  
 

1 2

1

...n n k

k

S a a a a




      

 

называется n -й частичной суммой данного ряда. 

Определение 3. Если для последовательности  
1n n

S



 частич-

ных сумм ряда 
1

k

k

a




  существует конечный предел 

lim n
n

S S


 , 
 

то ряд 
1

k

k

a




  называется сходящимся, а число S  – суммой этого ряда: 

1 2 3

1

... ...n k

k

S a a a a a




       . 

 

Если предел последовательности  
1n n

S



 не существует или              

равен бесконечности, то ряд называют расходящимся. 

Пишут также 

1

k

k

a




  . 

 

Будем говорить, что общий член числового ряда 
1

k

k

a




  стремится 

к нулю, если lim 0k
k

a


 . 
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Из определения видно, что изучение сходимости и других 

свойств рядов сводится к изучению или переформулировке соответ-

ствующих свойств последовательностей. 

Теорема 1. Необходимым условием сходимости ряда 
1

k

k

a




               

является стремление к нулю его общего члена. 

Теорема 2 (критерий Коши). Для сходимости ряда 
1

,k k

k

a a




  

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие Коши: 
 

ε 0   ε

1

: , ; ε
n p

k

k n

n n n n p a




 

        . 

 

Определение 4. Числовой ряд 
 

1 2

1

...n n k

k n

a a a


 

 

   
 

 

называется остатком ряда 
1

n

n

a




  после n -го члена. 

Теорема 3. Если ряд 
1

k

k

a




  сходится, то и любой его остаток  схо-

дится. Если какой-то остаток ряда сходится, то сам ряд также сходится. 

Следствие. Если числовой ряд 
1

k

k

a




  сходится, то 

 

lim 0k
n

k n

a





 . 

 

Приведенные ниже две теоремы показывают, какими свойства-

ми обладают сходящиеся числовые ряды. 

Теорема 4. Перестановка, отбрасывание или добавление конеч-

ного числа членов ряда не влияет на его сходимость (расходимость). 

Теорема 5. Пусть сходятся ряды 
1

k

k

a




  и 
1

k

k

b




 , тогда при любых 

λ,μ  сходится ряд  
1

λ μk k

k

a b




  и его сумма равна 

 

 
1 1 1

λ μ λ μk k k k

k k k

a b a b
  

  

     . 
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Отметим, что из сходимости ряда  
1

k k

k

a b




  в общем случае                  

не следует  сходимость  рядов  
1

k

k

a




  и 
1

k

k

b




 . 

Теорема 6. Для сходимости ряда 
 

1

k

k

a




 , 0ka   k   

 

необходима и достаточна ограниченность последовательности                

его частичных сумм. 

Теорема 7 (признак сравнения). Пусть при некотором 0k   

выполнено неравенство 00 ,k ka b k k    , тогда: 

– сходимость ряда 
1

k

k

b




  влечет за собой сходимость ряда 
1

k

k

a




 ; 

– расходимость ряда 
1

k

k

a




  влечет за собой расходимость                           

ряда  
1

k

k

b




 . 

Следствие. Пусть k   выполняются неравенства 0ka  , 

0kb   и существует 
 

 lim 0,k

k
k

a
L

b
   . 

 

Тогда  ряды 
1

k

k

a




  и 
1

k

k

b




  сходятся  или  расходятся  одновременно. 

Теорема 8 (интегральный признак сходимости ряда). Пусть 

функция ( )f x  убывает к нулю на  1, . Тогда ряд  
1k

f k




  и инте-

грал  
1

f x dx



  сходятся или расходятся одновременно. 

Теорема 9 (признак Даламбера). Пусть 0ka   k  , тогда: 

– если существует число 1q   такое, что при некотором 0k  вер-

но неравенство 1 1k

k

a
q

a

    0k k  , то ряд 
1

k

k

a




  сходится; 
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– если при некотором 0k  верно неравенство 0k  1 1k

k

a

a

   0k k  , то 

ряд 
1

k

k

a




  расходится. 

Теорема 10 (признак Даламбера в предельной форме). Пусть 

0ka   k  , и существует 
 

1lim k

x
k

a
q

a




 . 

 

Тогда: 

– если 1q  , то ряд 
1

k

k

a




  сходится; 

– если 1q  , то ряд 
1

k

k

a




  расходится; 

– если 1q  , то ряд 
1

k

k

a




  может быть как сходящимся, так                

и расходящимся. 

Теорема 11 (признак Коши). Пусть 0ka   k  , тогда: 

– если существует число 1q   такое, что при некотором 0k   

верно неравенство 1k
ka q   0k k  , то ряд 

1

k

k

a




  сходится; 

– если при некотором 0k   0 : 1k
kk k a    , то ряд 

1

k

k

a




  

расходится, и даже его общий член не стремится к нулю. 

Теорема 12 (признак Коши в предельной форме). Пусть 0ka   

k   и существует 
 

lim k
k

k
a q


 . 

 

Тогда: 

– если 1q  , то ряд 
1

k

k

a




  сходится; 

– если 1q  , то ряд 
1

k

k

a




  расходится, и при этом его общий 

член не стремится к нулю; 
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– если 1q  , то ряд 
1

k

k

a




  может быть как сходящимся, так                       

и расходящимся. 

Следствие. Утверждение теоремы 12 сохранится, если в ней 

условие существования lim k
k

k
a q


  заменить на условие существова-

ния lim k
k

k
a q


 . 

Теорема 13 (признак Раабе). Пусть 0ka   k  , тогда: 

– если существует число 1r   такое, что при некотором 0k                 

верно неравенство 
 

1

1 1k

k

a
k r

a 

 
   

 
 0k k  , 

 

то ряд 
1

k

k

a




  сходится; 

– если при некотором 0k  верно неравенство 
 

1

1 1k

k

a
k

a 

 
  

 
 0k k  , 

 

то ряд 
1

k

k

a




  расходится. 

Теорема 14 (Признак Раабе в предельной форме). Пусть                 

0ka   k  , и пусть существует 
 

1

lim 1k

k
k

a
n r

a


 
  

 
. 

 

Тогда: 

– если 1r  , то ряд 
1

k

k

a




  сходится; 

– если 1r  , то ряд 
1

k

k

a




  расходится; 

– если 1r  , то ряд 
1

k

k

a




  может быть как сходящимся, так                       

и расходящимся. 
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Решение типовых примеров 

 

1 Доказать сходимость ряда непосредственно и найти его сумму.  
 

1

1

(2 1)(2 1)k k k



  
 . 

 

Решение. Поскольку  
 

1 1 1 1

(2 1)(2 1) 2 2 1 2 1k k k k

 
  

    
, 

 

то частичную сумму ряда можно записать в виде 
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 .

2 3 2 3 5 2 2 1 2 1 2 2 1
nS

n n n

       
               

           
 

Тогда по определению сходящегося ряда 
 

1 1 1
lim lim 1

2 2 1 2
n

n n
S

n 

 
   

 
. 

 

Значит, ряд сходится и сумма ряда 0,5S  . 
 

2 Исследовать сходимость рядов: 
 

а)  
0

( 1) , \ 0k

k

a a




  ,        б)  
0

, \ 0k

k

aq a




 . 

 

Решение. а) Для ряда  
 

0

( 1) ...k

k

a a a a




      

 

составим частичные суммы:  
 

1 2 2 1 2, 0,..., , 0,...n nS a S S a S     
 

Поскольку подпоследовательности 
2nS  и 

2 1nS 
 имеют разные 

пределы, то последовательность частичных сумм nS  этого ряда                     

не имеет предела и поэтому данный ряд расходится. 
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б) Сумма n  первых членов ряда  
 

2

0

... ...k k

k

aq a aq aq aq




       

 

имеет вид 
 

2 (1 )
... , 1

1

n
n

n

a q
S a aq aq aq q

q


      


. 

 

Так как 
 

0, 1
lim

, 1

n

n

q
q

q

 
 

 

, 

 

То 
 

, 1
1lim

, 1

n
n

a
q

qS

q





 
 

. 

 

При 1q    ряд 
0

k

k

aq




  совпадает с рядом 
0

( 1)k

k

a




 , который 

расходится (смотри пункт а)), а при 1q   частичная сумма ряда примет 

вид nS na , следовательно lim n
n

S S


  , то есть ряд расходится. 

Следовательно, ряд 
0

k

k

aq




  сходится при 1q   и его сумма 

1

a
S

q



, при 1q   он расходится. 

3 Доказать расходимость гармонического ряда 
 

1

1 1 1 1
1 ... ...

2 3 kk k





      . 

 

Решение. Очевидно, что необходимое условие сходимости ряда 

выполняется 
1

lim 0
k k

 
 

 
, однако гармонический ряд расходится.                

Докажем, что он расходится двумя способами. 

1-й способ. Действительно, предположим, что гармонический 

ряд сходится и его сумма равна S . Тогда 
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2 2lim( ) lim lim 0n n n n
n n n

S S S S S S
  

      . 
 

Из неравенства 
 

2

1 1 1 1 1
...

1 2 2 2 2
n nS S n n

n n n n
         

   
 

предельным переходом по n , получаем противоречие: 0 0,5 ,                  

которое и доказывает данное утверждение. 

2-й способ. Воспользуемся критерием Коши: 
 

1 2

1 1 1
... ...

1 2
k k k pa a a

k k k p
         

  
. 

 

1 1 1
...

1 2k k k p
   

  
. 

 

Для любого p  положим k p , получим: 
 

1 2

1 1 1 1
... ...

2 2 2 2
k k k pa a a

p p p
          . 

 

Таким образом, для любого ε (0;0,5)  критерий Коши не                

выполняется. Следовательно, гармонический ряд расходится. 

4 Исследовать сходимость обобщенного гармонического ряда 

(ряда Дирихле)  
 

1

1
,

q
k

q
k





 . 

 

Решение. При 1q   ряд совпадает с гармоническим рядом и расходится.  

Если 0q  , то 
1

1
q

k
k

   , а значит, не выполняется необхо-

димое условие сходимости ряда. В этом случае ряд расходится.  

Пусть 0, 1q q  . Воспользуемся интегральным признаком                 

сходимости ряда. Положим 
1

( )
q

f x
x

 . Функция ( )f x  монотонно 

убывает на промежутке  1; .  

Обобщенный гармонический ряд сходится и расходится                

одновременно с интегралом 

1

q

dx

x



 . 
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Известно (убедится самостоятельно), что несобственный инте-

грал равен 
 

1

1
, 1

1

, 1.
q

qdx
q

x
q

 


 
 

  

 

Следовательно, обобщенный гармонический ряд сходится при 

1q   и расходится при 1q  . 

5 Исследовать сходимость ряда  
 

1

2 1

3 5n

n

n








 . 

 

Решение. Вычислим предел 
 

2 1 2
lim 0

3 5 3n

n

n


 


. 

 

Следовательно, не выполняется необходимое условие сходимо-

сти ряда, а значит, данный ряд расходится. 

6 Исследовать сходимость рядов с помощью признака сравнения: 
 

а) 
1

1
n

n n





 ;   б) 
1

2
sin

n n





 ;  в) 
3

4 2
1

3 2 5

4 2 1n

n n

n n n





 

  
 . 

 

Решение. а) Так как 
2

1 1
2

n
n

n n
    и обобщенный гармониче-

ский ряд 
2

1

1

n n





  сходится  2 1q   , то, согласно признаку сравнения, 

сходится и данный ряд. 

б) Сравним ряд 
1

2
sin

n n





  с обобщѐнным гармоническим рядом 

1

2

n n





 . Согласно признаку сравнения в предельной форме, из асимп-

тотических формул (убедиться самостоятельно) следует, что 
 

2 2
sin

n n
, при n. 
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Так как ряд 
1

2

n n





  расходится  0,5 1q   , то расходится               

и исходный ряд. 

в) Сравним ряд 
3

4 2
1

3 2 5

4 2 1n

n n

n n n





 

  
  с гармоническим рядом

1

3

n n





 . 

Согласно признаку сравнения в предельной форме, из асимптотиче-

ских формул  
 

3

4 2

3 2 5 3
,

4 2 1

n n
n

n n n n

 


  
 

 

следует, что исходный ряд расходится вместе с гармоническим рядом. 

7 Исследовать сходимость рядов с помощью признака Даламбера. 
 

а) 
1

!
n

n

n

n





 ;  б) 
3

1

3n

n n





 ;  в) 
1

(2 1)!!

(2 )!!n

n

n






 . 

 

Решение. а) Вычислим предел 
 

1

1 1

( 1)! ! ( 1)! 1
lim lim : lim lim 1

( 1) !( 1) ( 1)

n n

n

n n n nn n n n
n

a n n n n n

a n n n n n e



    

 
    

  
. 

 

Значит, по признаку Даламбера данный ряд сходится. 

б) Вычислим предел: 
 

1 1 3 3

1

3 3 3 3

3 3 3
lim lim : lim 3lim 3 1

( 1) 3 ( 1) ( 1)

n n n

n

nn n n n
n

a n n

a n n n n

 



   
    

  
. 

 

Значит, согласно признаку Даламбера исходный ряд расходится. 

в) Так как  
 

1

(2 1)!! (2 1)!!(2 1) 2 1

(2( 1))!! (2 )!!(2 2) 2 2
n n

n n n n
a a

n n n n


   
   

  
, 

 

то 
 

1 2 1
lim lim 1

2 2

n

n n
n

a n

a n



 


 


. 

Значит, согласно признаку Даламбера  в предельной форме,                

вопрос о сходимости ряда остается открытым. Воспользуемся                  

признаком Раабе. Рассмотрим предел 
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2 1 1
lim 1 lim 1 lim 1

2 2 2 2 2

n

n n n
n n

a n n
n n

a n n  


   
          

   
.

 
 

Следовательно, ряд расходится. 

Утверждение о расходимости ряда можно было доказать при 

помощи признака Даламбера следующим образом. 

Доказательство будем проводить от противного. Предположим, 

что ряд 
1

(2 1)!!

(2 2)!!n

n

n








  сходится. Тогда 

 

1 2 3
(0,1) :

2 4

n
q q

n

a n
q n n n q

a n

 
        


. 

 

Но из этого утверждения следует, что найдется номер qn ,                     

начиная с которого будет выполняться неравенство 
 

1

2(1 )
n

q



. 

 

Что невозможно в силу принципа Архимеда. Полученное про-

тиворечие и доказывает расходимость ряда. 

8 Исследовать сходимость рядов с помощью признака Коши. 
 

а) 
1 2 1

n

n

n

n





 
 

 
 ;  б) 

20,5

1

6 3

6 1

n

n

n

n





 
 

 
 . 

 

Решение. а) Так как 
 

1
lim lim lim 1

2 1 2 1 2

n

n n
n

n n n

n n
a

n n  

 
    

  
, 

 

то согласно признаку Коши, данный ряд сходится. 

б) Так как 
 

 
0,5 0,5

6 3 2
lim lim 1 lim 1

6 1 6 1

n n

n
n

n n n

n
a

n n



  

   
       

      

6 1 6 1
1

2 lim
6 1 6

2
lim 1 1

6 1
n

n
n n

n

n

n
e e

n


 





 
         
 

,
 

 

то согласно признаку Коши, данный ряд расходится. 
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9 Исследовать сходимость ряда  
 

2
2

1

lnk k k






 

 

с помощью интегрального признака. 

Решение. Исходный ряд, согласно интегральному признаку, 

сходится или расходится одновременно с интегралом  
 

2

2

1

lnk k



 . 

 

При этом подынтегральная функция принимает положительные 

значения на промежутке  2;  и еѐ производная отрицательна,                

следовательно, функция убывает. 
 

2 2 2

22 2 2

1 (ln ) 1
lim lim lim

ln ln ln ln

a a a

a a a

dx d x

x x x x x x



  

 
     

   
 

 

1 1 1
lim

ln 2 ln ln 2a a

 
   

 
. 

 

Таким образом, несобственный интеграл сходится, а значит, 

сходится и числовой ряд. 

10 Найти все значения α , при которых сходится ряд  
 

 
α

3 5

1

arcsin( )
n

n n






 . 

 

Решение. Воспользуемся признаком сравнения в предельной 

форме. Так как 
 

α α α

3 3

5 5 2 2α

1 1 1 1
arcsin ,n n n

n n n n

     
       

     
, 

 

то исходный ряд сходится одновременно с рядом 
2α

1

1

n n





 , который       

является обобщѐнно-гармоническим и сходится при 2α 1 , значит 

при α 0,5  ряд будет сходиться. 
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11 Исследовать сходимость ряда: 
 

а) 
3

2 1
2

sin( )

ln (tg( ))n

n

n n






 ;  б) 
1

0,5
1

1 tg( )
ln

1 arctg( )n

n

n









 . 

 

Решение. а) Оценим члены данного ряда: 
 

3

2 1 2 1 2 1

sin( ) 1 1

ln tg( ) ln tg( ) ln ( )

n

n n n n n n



  
 , n . 

 

Рассмотрим ряд  
 

2 1
2

1

ln ( )n n n






  

 

и исследуем его сходимость, используя интегральный признак. Так как  

 

2 1 2 1 2

2
2 2 2

(ln ) (ln ) 1 1

ln ( ) ln ( ) ln ln ln 2

dx d x d x

x x x x x

   

 
       , 

 

то данный интеграл сходится, а значит, сходится и ряд  
 

2 1
2

1
.

ln ( )n n n






  

 

По признаку сравнения будет сходящимся и ряд  
 

3

2 1
2

sin( )

ln (tg( ))n

n

n n






 . 

 

б) Из асимптотических формул (убедиться самостоятельно) 

следует, что 
 

1 1 1 1
tg ; arctg , n

n n nn
  при n, 

 

поэтому  
 

1 1

1 1

1 tg 1 1 1
ln ln ln ln

1 arctg 1

n n

n n

n n n n

n n n n

     
  

  
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1 1 1
ln 1

n n

nn n n n

  
  

  
, при n. 

 

Согласно признаку сравнения в предельной форме, из расходи-

мости гармонического ряда следует, что расходится и исходный ряд. 

 

1 Доказать сходимость ряда непосредственно и найти его сумму. 
 

1.1 a)
1

2 3

6

n n

n
n






 ;  б) 

2
1

6

9 12 5n n n



  
 . 

1.2 a)
1

2

( 2)n n n



 
 ;  б)

2
1

1

2n n n



  
 . 

1.3 a)
1

5 5

15

n

n
n






 ;  б)

2
1

24

9 12 5n n n



  
 . 

1.4 a)
1

1

( 1)( 2)n n n



  
 ;  б)

2
1

9

9 21 8n n n



  
 . 

1.5 a)
1

5 2

10

n

n
n






 ;  б)

2
1

14

49 28 45n n n



  
 . 

1.6 a)
1

3

( 1)( 4)n n n



  
 ;  б)

2
1

7

49 7 12n n n



  
 . 

1.7 a)
1

3 5

15

n n

n
n






 ;  б)

2
1

12

36 12 35n n n



  
 . 

1.8 a)
1

8

( 3)n n n



 
 ;  б)

2
1

3

9 3 2n n n



  
 . 

1.9 a)
2

1

3 5 2

10

n

n
n





 
 ;  б)

2
1

8

16 8 15n n n



  
 . 

1.10 a)
1

1

(3 1)(3 2)n n n



  
 ;  б)

2
1

8

16 8 15n n n



  
 . 

1.11 a)
1

3 4

7

n n

n
n






 ;  б)

2
1

5

25 5 6n n n



  
 . 

1.12 a)
1

2

( 1)( 3)n

n

n n n







 
 ;  б)

2
1

7

49 35 6n n n



  
 . 

1.13 a)
1

5 2

10

n n

n
n






 ;  б)

2
1

14

49 14 48n n n



  
 . 
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1.14 a)
1

4

(2 3)(2 5)n n n



  
 ;  б)

2
1

6

9 6 8n n n



  
 . 

1.15 a)
2

1

(2 2 )

8

n

n
n






 ;  б)

2
1

2

4 8 3n n n



  
 . 

1.16 a)
1

4 0,3

9

n n

n
n






 ;  б)

2
1

6

36 24 5n n n



  
 . 

1.17 a)
1

1

(2 1)(2 3)n n n



  
 ;  б)

2
1

4

4 4 3n n n



  
 . 

1.18 a)
1

0,2 (3 5 )

2

n n n

n
n






 ;  б)

2
1

9

9 3 20n n n



  
 . 

1.19 a) 
1

1

( 6)n n n



 
 ;  б)

2
1

12

36 12 35n n n



  
 . 

1.20 a) 
1

4 26 9

10

n n n

n
n





 
 ;  б)

2
1

14

49 70 24n n n



  
 . 

 

2 Исследовать сходимость ряда с помощью признака сравнения. 
 

2.1 a) 
2

4 2
1

1

2k

k k

k k





 

 
 ;  б) 

2
1

5

1 5

k

k
k



 
 . 

2.2 а) 
3

4 3
1

2 7

4 2 5k

k k

k k k





 

  
 ;  б) 

 1

53
1

cos 0,5π π

k

k

k







 . 

2.3 а) 
1

7

7k
k k



 
 ;  б) 

2 3

3
1

3

2 1k

k k

k k







 
 . 

2.4 а) 
1

1

6k k



 
 ;  б) 

2

1

2
1

1

1

k

k k

e

e









 . 

2.5 а) 
1

2

(2 1)

k

k
k k



 
 ;  б) 

2 23
1

4

( 4)k

k

k k








 . 

2.6 а) 
2

2
1

sin

1k

k

k k



 
 ;  б)

2

3 2
1

7 3

2 3k

k

k k







 
 . 

2.7 а) 
1

5 ( 1)

(5 9)

k k

k
k k





 


 ;  б) 

4 23
1

2

4k

k

k k







 
 . 
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2.8 a) 
3

1

8 ( 1)

8 2

k k

k
k





 


 ;  б) 

3

4
1

2 4

3 5k

k k

k k





 

 
 . 

2.9 а) 
2

1

1
sin

k k





 ;  б) 
11

12
1

5 2 8

2 7k

k k

k





 


 . 

2.10 а) 
5

3 2
1

sin

6k

k k

k k








 ;  б) 

2
1

10

2 3 5k

k

k k







 
 . 

2.11 а) 
1

1

3 ( 1)k
k k



 
 ;  б) 

5

4 2
1

1

3 2k

k k

k k





 

 
 . 

2.12 а) 
2

3 2
1

cos

1k

k

k k



 
 ;  б) 

3 2
1

1

6 2k

k

k k







 
 . 

2.13 а) 
3

1

3 ( 1)
sin

k

k k





 
 ;  б) 

2

3
1

2 1

6 2k

k

k k







 
 . 

2.14 а) 
2

1

arctg

6k

k

k k



 
 ;  б) 

3

6 2
1

2 1

6 2k

k k

k k





 

 
 . 

2.15 а) 
3

1

5 3( 1)

2

k

k
k






 
 ;  б) 

1

1

3 7k k



 
 . 

2.16 а) 
3

1

7

8

k

k
k k k



  
 ;  б) 

2

3 2
1

7 3

2 3k

k

k k







 
 . 

2.17 а) 
1

1

k

k

k k k








 ;  б) 

1

3
1

sin( )

3k

k

k k



  
 . 

2.18 а) 
2

1

1 1

3k
k

k

k k





 
 

 
 ;  б) 

3
1

5

2k k



 
 . 

2.19 а) 
2

74
1

arctg 

k

k

k k



 
 ;  б) 

4

215
1

5

2k

k k k

k k





 

 
 . 

2.20 а) 

1

2

1

ln

k

k

e

k k









 ;  б) 

10
1

2

6k

k k

k k





 


 . 

 

3 Исследовать сходимость ряда с помощью признака Даламбера. 
 

3.1 a) 
10

1 ( 1)!n

n

n



 
 ;  б) 

1

(2 1)!!

1 4 ... (3 1)n

n

n







   
 . 
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3.2 a) 
3

1 3n
n

n



 ; б) 
1

(2 1)!!

3 !n
n

n

n






 . 

3.3 a) 
1

1 4 7 ... (3 2)

!n
n

n

e n





    
 ; б) 

1

3 6 ... (3 ) 1
arcsin

( 1)! 2n
n

n

n





  


 . 

3.4 a) 
1

arctg3

!

n

n n





 ; б) 
1

(2 1)!! 1
arctg

! 5n
n

n

n






 . 

3.5 a) 
1

1 5 ... (4 3)

3 6 ... 3n

n

n





   

  
 ; б) 

2
1

(2 )!

( !)n

n

n





 . 

3.6 a) 
1

1

5

!arctg 

n n

n

e

n n





 ; б) 
1

(2 1)!!

2 5 ... (3 1)n

n

n







   
 . 

3.7 a) 
1

!(2 1)!

(3 )!n

n n

n






 ; б)

1

1 6 ... (5 4)

5 ( 1)!n
n

n

n





   


 . 

3.8 a) 
1

!3n

n
n

n

n





 ; б) 
1

2 5 8 ... (3 1)

1 6 11 ... (5 4)n

n

n





    

    
 . 

3.9 a) 
12

1 ( 1)!n

n

n



 
 ; б) 

1

1 3 5 ... (2 1)

4 !n
n

n

n





    
 . 

3.10 a) 
3

1

(3 )!

4 ( !)n
n

n

n





 ; б) 
1

(2 1)!!

3 !n
n

n

n






 . 

3.11 a) 
1

2 5 ...(3 2)

4 ( 1)!n
n

n

n





  


 ; б) 

1

2 5 ... (3 2)

2 ( 1)!n
n

n

n





   


 . 

3.12 a) 
1

1 3 5 .. (2 1)

3 !n
n

n

n





    
 ; б) 

1

2 9 ... (7 5)5

(2 )!

n

n

n

n





   
 . 

3.13 a) 
12

1 ( 1)!n

n

n



 
 ; б) 

1

4 7 10 ... (3 4)
arcsin(7 )

( 2)!

n

n

n

n






    


 . 

3.14 a) 
1

(2 1)!

(3 4)3n
n

n

n








 ; б) 

1

(2 )!! 1
arcsin

2 6 10 (4 2) 2n
n

n

n



     
 . 

3.15 a) 
1

!7n

n
n

n

n





 ; б) 
2

1

(2 )!!

( !)n

n

n





 . 

3.16 a) 
3 3

1

(3 )!

( !) 4 n
n

n

n





 ; б) 
1

(2 )!!

4 ( !)n
n

n

n





 . 

3.17 a) 
1

!(2 1)!

(3 )!n

n n

n






 ; б) 

1

2 6 ... (4 2)

8 !n
n

n

n





   
 . 
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3.18 a) 
2

1

3 5

2 arctg n
n

n n

n





 
 ;  б) 

1

(2 1)!

5 ( !)n
n

n

n






 . 

3.19 a) 
2

1

(2 )!

( !)n

n

n





 ;  б)
1

2 5 (3 2) 1
arcsin

! 2n
n

n

n





   
 . 

3.20 a) 
1

1 5 .. (4 3)

2 6 .. (4 2)n

n

n





   

   
 ;  б) 

1

!(3 1)!

(2 )!n

n n

n






 . 

 
4 Исследовать сходимость ряда с помощью признака Коши. 
 

4.1 а) 
1

2 ( 1)!n

n

n

n






 ;  б) 

1

1

1 1
cos

n

n

n n






 
 
 

 . 

4.2 а) 
3

1 ln ( 1)n
n

n

n



 
 ;  б) 

1

2
1

sin (π )

3

n

n

n

n n



 
 . 

4.3 а) 
1

5

2

n

n

n

n





 
 

 
 ;  б) 

3

4 1
1

1

cos ( )n n
n

n

n n







 . 

4.4 а) 
1

2

1

n

n

n

n





 
 

 
 ;  б) 

1

2 1 1
arctg

2 1n

nn

n n





  
 

  
 . 

4.5 а) 
1

3 2
n

n

n

n





 
 
 

 ;  б) 

3

2

2
1

5

6n

n
n

n





 
 

 
 . 

4.6 а) 
1

4 2

3

n

n

n

n





 
 

 
 ;  б) 

1

( 1)
2 1

2 1n

n n
n

n






 

 
 

 . 

4.7 а) 
2

2 lnn
n

n

n





 ;  б) 

2 4 5

1

1

1

n n

n

n

n

 



 
 

 
 . 

4.8 а) 
1

5

1

n

n n





 
 

 
 ;  б) 

1

2

26 1

5 3n

n

n

n





 
 

 
 . 

4.9 а) 
3

1 ln ( 1)n
n

n

n



 
 ;  б) 

1

23 1
3 1

6 5n

n

n

n

n






 

 
 

 . 

4.10 а) 

8

1

5

2 7

n

n

n

n





 
 

 
 ;  б) 

2

1

1
3

n

n

n

n

n






 
 
 

 . 
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4.11 а) 
3

1 ln ( 1)n
n

n

n



 
 ;  б) 

2

1

6
3

n

n

n

n

n





 
 

 
 . 

4.12 а) 

3

1

3 2

5

n

n

n

n





 
 
 

 ;  б) 

2

1

2 1

2 1

n

n

n

n





 
 

 
 . 

4.13 а) 
1

5

2

n

n

n

n





 
 

 
 ;  б) 

2

1

1

2
3

3

n

n

n

n

n






 
 

 
 . 

4.14 а) 
1

4

( 2)n
n

n

n



 
 ;  б) 

38

1

5

7

n

n

n

n





 
 

 
 . 

4.15 а) 
1 3 5

n

n

n

n





 
 

 
 ;  б) 

1

2 0,5( 3)
1 (3 2 1)

n

n
n

n

n n




  
 . 

4.16 a) 2

2

1
1

4

7n
n

n




 ;  б) 
1

2

1
2

1n

n
n n

n





 
 

 
 . 

4.17 a) 
1

0,5 2
n

n

n

n






 ;  б) 

1

3

2

3n

n
n

n





 
 

 
 . 

4.18 a) 

2 2

1

3
1

n n

n

n n

n





  
 

 
 ;  б) 

1

2

( 4)
sin

(2 6)n

n
nn

n
n





 
 

 
 . 

4.19 a) 
1

2

1 1

2 2n

n n

n






 

 
 

 ;  б) 

2 4 5

1

1

1

n n

n

n

n

 



 
 

 
 . 

4.20 a) 
1

8

!

n

n
n n n





 ;  б) 

4 3 2

1

2

2

n n

n

n

n

 



 
 

 
 . 

 

5 Исследовать сходимость числового ряда с помощью инте-

грального признака. 
 

5.1 
2

2
1

ln( 4)

4k

k k

k








 . 5.11 

3

1

2

arcsin

4k

k

k



 
 . 

5.2 
1

ln( 2)

2k

k

k








 . 5.12 

3

1

ln ln lnk k k k





 . 

5.3 
1

2

2

cos

1k

k

k



 
 . 5.13 

1

34ln

k

k

k





 . 
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5.4 
1

3

1

( 1)ln ( 1)k k k



  
 . 5.14 

1

2

k

kke




 . 

5.5 
1

ln( 1)

1k

k

k








 . 5.15 

1

323
k

kk




 . 

5.6 
1

2 9k

k

k



 
 . 5.16 

1

2

3 3( 4) ln( 4)k

k

k k



  
 . 

5.7 
3

1

ln (3 1)

3 1k

k

k








 . 5.17 

1

2ln 3

3k

k

k





 . 

5.8 
1

3 10

arctg 

1k

k

k



 
 . 5.18 

1

6ln (2 3)

2 3k

k

k








 . 

5.9 
2 2

2

1

lnk k k





 . 5.19 
2

3

lnk k k





 . 

5.10 
2

4

8

lnk k k





 . 5.20 
1

32

k

kk e




 . 

 

6 Найти все значения α , при которых сходится данный ряд. 
 

6.1 
2

1

α
1 1

1 cos sin
n n n





 
  

 
 . 6.11 

2
1

α
1

sin
n

n
n





 
 
 

 . 

6.2 
1

tg

1

α

1n

n

e




 
 

 
 . 6.12 

2

1

α
1

sin
4 1

n

n




 
  

 
 . 

6.3 
1

3

α
2

arctg

5 1
n

n




 
 
 
 

 . 6.13 
2

2

1

α
1

cosn

n

e
n





 
 

 
 . 

6.4 
1

α

2

1 π
sin

4n nn





 
 
 

 . 6.14 
2

α
1 2

ln
1 1n

n

n n





 
 

  
 . 

6.5 
1

α
1 1

arctg sin
3n n n





 
 

 
 . 6.15 

1

α 1
sin 1 sin

n n





 
 

 
 . 

6.6 
1

α 2
ln 1

n n





 
 

 
 . 6.16 

1

α 1
ln 1 sin

n n





 
 

 
 . 

6.7 
1

α
1 1

arctg ln 1
4n n n





  
   

  
 . 6.17 

1
α

1 1

n

n n

n





  
 . 
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6.8 1

1

α
1

1
3

n

n

e
n





 
  

 
  6.18 

1

α
1

2 2cos
n n





 
 

 
 . 

6.9 
1

α
1 1

sin

n

n ne




 
  
 

 . 6.19  
1

α 2ln( 1) 2ln
n

n n n




  . 

6.10 
1

α
1 1

tg sin
2n n n





 
 

 
 . 6.20 

2
1

α
α1 2

1 cos ln 1
n n n





   
    

   
  

 

7 Исследовать сходимость числового ряда. 
 

7.1 
 

1

2 1
1

1 cos( !)

ln 1 tg( )n

n

n









 . 7.11 

 1

1
1

ln 1nn n





 
 
  

 . 

7.2  1 2 0,5

1

1 sin ( 1)n

n

e n






  . 7.12 
3

1

1
arcsin

3 2n

n

n n







 
 . 

7.3 
 

 

2

2 2
1

ln

ln 1

n

n

e n

n n








 . 7.13 

3 45
1

1 1
arcsin

n n n





 . 

 

7.4 
1

2 3 1
ln

3 3 1n

n n

n n





 

 
 . 7.14 

3

2
1

1 tg
ln

1 arctgn

n

n









 . 

 

7.5 
33

1

1 ln

1 2

n

n

n n

n n





 
 

  
 . 7.15 

1

1π
sin arctg 1

4

n

n n n





    
    

    
 . 

 

7.6 
3

1

1
ln 1

n n n





 
 

 
 . 7.16 

1

0,3 1 4 1
ln 2

! 4 4 3n

n n

n n n





  
 

  
 . 

 

7.7 
   

2 2
1

1

2 1 ln 1n

n

n n







 
 . 7.17 

1

1
arctg

! 2n

n

n n





 
 
 

 . 

 

7.8 
1

!! 1
arctg

! 3n
n

n

n





 . 7.18 
1

2π
1 cos

n n





 
 

 
 . 

7.9 
 2

5
1

ln 1

3 2n

n n

n n







 
 . 7.19 

5
7

2
1

3 arctg
2 1 !n

n e n
n

n n





 
 

 
 . 

 

7.10 

1)

1

sin(
1

2 ( 1)n
n

n
n

n







 
 

 
 . 7.20 

2
1

3
ln

4n

n

n








 . 
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8 Доказать следующие утверждения. 
 

8.1 Если существует 0 0: 0, 0n nn n n a b      , кроме того, 

числовой ряд 
1

n

n

b




 сходится и lim 0n

n
n

a

b
 , то числовой ряд 

1

n

n

a




  

также сходится. 
 

8.2 Если 0 0: 0, 0n nn n n a b       , кроме того, числовой 

ряд 
1

n

n

b




  расходится и lim n

n
n

a

b
  , то ряд 

1

n

n

a




  расходится. 

8.3 Если существует lim( ) 0n
n

n a a


   , то числовой ряд 
1

n

n

a






расходится. 
 

8.4 Если выполняется неравенство 10 n na a n     и число-

вой ряд 
1

n

n

a




  сходится, то lim( ) 0n
n

n a


  . 

8.5 Если числовой ряд 
1

n

n

a




  с неотрицательными членами схо-

дится, то ряд 2

1

n

n

a




  сходится.  

 

8.6 Если ( )nn a  ограниченная последовательность с неотрица-

тельными членами, то числовой ряд 2

1

n

n

a




  сходится. 

8.7 Если ряд
1

n

n

a




 сходится, то остаток ряда n

n m

a




  также                      

сходится для любого m . 
 

8.8 Если для любого m  остаток ряда n

n m

a




  сходится, то              

ряд
1

n

n

a




  также сходится. 

8.9 Если числовые ряды 2

1

n

n

a




  и 2

1

n

n

b




  сходятся и 0, 0n na b  , 

то сходится и числовой ряд 
1

n n

n

a b




 . 
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8.10 Если числовой ряд 2

1

n

n

a




  сходится и 0na  , то сходится                

и числовой ряд 
1

n

n

a

n





 . 

8.11 Если ряд 
1

n

n

a

n





  сходится и 0na   – убывающая последо-

вательность, то ряд 2

1

n

n

a




  также сходится. 

8.12 Ряд с неотрицательными членами сходится, если                 

ограничена сверху хотя бы одна подпоследовательность его частич-

ных сумм. 

8.13 Если выполняется неравенство 10 n na a n     и суще-

ствует 2 1
lim

2

n

n
n

a
q

a
  , то числовой ряд 

1

n

n

a




  сходится. 

8.14 Если выполняется неравенство 10 n na a n     и                         

существует 2 1
lim

2

n

n
n

a
q

a
  , то числовой ряд 

1

n

n

a




  расходится. 

8.15 Если выполняется неравенство 10 n na a n    , то                    

числовой ряд 
1

n

n

a




  сходится или расходится одновременно с число-

вым рядом 
2

1

2 n

n

n

a




 . 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА 2 

ЗНАКОПЕРЕМЕННЫЕ РЯДЫ 
 

Определение 1. Ряд 
1

k

k

a




  называется абсолютно сходящимся, 

если сходится ряд 
1

k

k

a




 . 

Теорема 1. Абсолютно сходящийся ряд сходится. 

Теорема 2. Если ряд 
1

k

k

a




  абсолютно сходится, а последова-

тельность   1k k
b




 ограничена, т. е. 0 : ,

k
M k N b M       то ряд 

1k
k k

a b




 абсолютно сходится. 

Теорема 3. Если ряды 
1n

na




  и 
1n

nb




  абсолютно сходятся,                  

то при любых λ  и μ  абсолютно сходится ряд 
 

 
1

λ μ
n

n na b




 . 

 

Следующие две теоремы показывают, что абсолютно сходящи-

еся ряды обладают некоторыми свойствами сумм конечно числа               

слагаемых. 

Определение 2. Пусть заданы 
1

k

k

a




  и отображение 
k

k n                  

являющееся взаимно однозначным соответствием  . Тогда ряд 

1k
kna





  называют рядом с переставленными членами (по отношению                

к ряду 
1

k

k

a




 ). 

Теорема 4. Если ряд 
1

k

k

a




  сходится абсолютно, то и ряд 
1

*

k
k

a




 , 

полученный перестановкой членов ряда 
1

k

k

a




 , сходится абсолютно, 

при этом их суммы равны.  
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Теорема 5. Пусть ряды 
1

n

n

a




 ,
1

n

n

b




  сходятся абсолютно, тогда 

ряд составленный из всевозможных (без повторений) попарных про-

изведений членов исходных рядов, сходится абсолютно и его сумма 
 

1 1 1
j jn n n n

j n n

a b a b
  

  

    . 

 

Определение 3. Ряд 
1

n

n

a




  называется условно сходящимся, если 

этот ряд сходится, а ряд 
1

n

n

a




  расходится. 

При исследовании ряда на сходимость и абсолютную сходи-

мость иногда оказывается полезным следующее утверждение. 

Теорема 6. Если ряд 
1

n

n

a




  абсолютно сходится, то ряды 
1

n

n

b




               

и  
1

n n

n

a b




  одновременно либо абсолютно сходятся, либо условно 

сходятся, либо расходятся. 

Рассмотрим частный случай знакопеременного ряда. 

Определение 4. Ряд  
 

 
1

1

1
n

n

n

a






 , 

 

где 0na   при всех n , называется знакочередующимся.  

Теорема 7 (признак Лейбница).  Пусть  

1) na  – монотонно убывающая последовательность, т. е. 

1 0n na a n    ; 

2) na  – бесконечно малая последовательность, т. е. lim 0n
n

a


 . 

Тогда знакочередующийся ряд сходится. 

При этом остаток ряда  
 

 
1

1

1
k

n k

k n

r a




 

   

 

по абсолютной величине не превосходит абсолютной величины пер-

вого из его членов, т. е. 
 

n nr a . 
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Теорема 8 (признак Дирихле). Пусть числовая последователь-

ность   1n n
a




 монотонно стремится к нулю, а последовательность ча-

стичных сумм ряда 
1

n

n

b




  ограничена, тогда ряд 
1

n n

n

a b




  сходится. 

Теорема 9 (признак Абеля). Пусть числовая последователь-

ность   1n n
a




 монотонна и ограничена, а ряд 

1

n

n

b




  сходится, тогда 

ряд 
1

n n

n

a b




  сходится. 

Теорема 10 (Римана). Пусть ряд 
1

n

n

a




  сходится, но не абсо-

лютно. Тогда для любого действительного числа A  можно так пере-

ставить члены этого ряда, что полученный ряд будет сходиться к A . 

 

 

 

Решение типовых примеров 
 

1 Исследовать сходимость ряда 
1

( 1)k

k





 . 

Решение. Ряд 
1

( 1)k

k





  является расходящимся, так как 

 lim 1
k

k
  не существует. 

Ряды 
 

      ...111111   

и 

      ...1111111  , 
 

полученные из него путем объединения его членов, соответственно 

сходятся: 
 

      0...111111  , 

      1...1111111  . 
 

Таким образом, для исходного ряда сумма ряда не существует,            

а ряды, полученные из него указанным объединением его членов, 

имеют конечные суммы. 



 

31 

 

2 Доказать абсолютную сходимость рядов: 
 

а) 
1

1

( 1)

2

n

n
n






 ;  б) 

 
73

1

1 cos2

3 4n

n n

n n







 
 . 

 

Решение. а) Ряд, составленный из абсолютных величин исход-

ного ряда, имеет вид  
 

1

1

2n
n





  

 

и является сходящимся как геометрический ( 0,5 1q   ) . Значит,              

ряд 
1

1

( 1)

2

n

n
n






  является абсолютно сходящимся. 

б) Составим ряд из абсолютных величин:  
 

   
7 73 3

1 1

1 cos21 cos2

3 4 3 4n n

n nn n

n n n n

 

 




   
  ,

 

 

который исследуем на сходимость по признаку сравнения. Так как 

 

 
4 37 7 73 3 3

1 cos2 1 1
,

3 4 3 4

n n n n
n

nn n n n n

 
  

   
 

 

и ряд 
4 3

1

1

n n





  сходится как ряд Дирихле (α 4 3 1  , то ряд из абсолют-

ных величин сходится, а значит, исходный ряд сходится абсолютно.
 3 Исследовать сходимость ряда  

 
1

4
1

( 1)n

n n






  

 

с помощью признака Лейбница.  Если ряд сходится, то с точностью 

до 0,01 вычислить его сумму. 

Решение. Этот ряд является знакочередующимся рядом, удовле-

творяющим условиям признака Лейбница. Во-первых, из неравенства 
 

4 4 4

1 1 1
1 ... ...

2 3 n
    

 
 

следует, что последовательность 4

na n  является убывающей.                
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Во-вторых, так как 
 

4

1
lim 0
n n

 , 

 

то последовательность 
na  – бесконечно малая. 

Замечание. Данный ряд сходится, причем абсолютно, поскольку ряд 
 

 
1

4 4
1 1

1 1
n

n nn n


 

 


 

 
 

является сходящимся обобщенным гармоническим рядом  4 1q   . 

Из абсолютной сходимости следует и сходимость этого ряда. 

Определим число членов, которые нужно взять, чтобы вычис-

лить его сумму с заданной точностью. 

Если  
 

1

4 4

( 1) 1
0,01

n

n n


  или 

4

1 1

100n
 , 

то  
 

4 4

1 1

4 100
a   . 

 

Следовательно, нужно взять четыре члена данного ряда.                    

Вычислим его сумму 
 

1

4 4 4 4
1

( 1) 1 1 1
1 0,95

2 3 4

n

n n






     . 

 

4 C помощью признака Дирихле исследовать сходимость ряда  
 

1

sin α

k

k

k





 . 

 

Решение. Последовательность 
1

1
k

k

a
k





 
  
 

 монотонно убываю-

щая, так как  
 

1 1 1
: 1

1 1

k

k

a k
k

a k k k

     
 

, 

 

и является бесконечно малой, так как  
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1
lim 0
k k

 . 

 

Рассмотрим последовательность  
 

1 1

sin α
n

n

k n

B k



 

 
  
 
 . 

 

При α 2 π,m m  , имеем 
 

1

sin α sinα sin 2α ... sin α
n

k

k n


    
 

 

α α α
2sinαsin 2sin 2αsin ... 2sin αsin

2 2 2
α

2sin
2

n  

 

 
 

α 3α 3α 1 α 1 α
cos cos cos ... cos cos

2 2 2 2 2 2 2

α
2sin

2

n n
   

         
    

 
 

α 1 α
cos cos

2 2 2

α
2sin

2

n
 

  
  . 

 

Поэтому  
 

1

sin α
n

k

k




α 1 α
cos cos

2 2 2 1

α α
2 sin sin

2 2

n
 

  
 

  . 

 

При α 2 π,m m  , все рассматриваемые суммы ограничены.                  

В силу признака Дирихле исходный ряд сходится. 

При α 2 π,m m  , все члены ряда обращаются в нуль и ряд 

также сходится. 
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5 Исследовать сходимость ряда с помощью признака Абеля  
 

1

sin α π
sin

k

k

k k





 . 

 

Решение. Последовательность 
1

π
sink

k

a
k





 
  
 

 ограничена, так 

как 
π

sin 1 k
k
   . Убедимся в том, что она является монотонной. 

Для этого рассмотрим функцию 
π

( ) sinf x
x

 , для которой ( ) kf k a .
 

Так как  
 

2

π π π
( ) sin cos 0 πf x x

x x x

 
       

 
, 

 

то последовательность ka  монотонно убывает для всех 4k  .  

Кроме того, ряд 
1

sin α

k

k

k





  сходится 
 

по признаку Дирихле 

(смотри пример 4). Тогда согласно признаку Абеля ряд 
1

sin α π
sin

k

k

k k





   

также сходится. 

6  Исследовать сходимость и абсолютную сходимость ряда 
 

а) 
 

1

1
n

n n






 ;        б) 

1

2
1

( 1) (2 1)

( 1)

n

n

n

n n





 


 . 

 

Решение. а) По признаку Лейбница ряд  
 

 

1

1
n

n n






  

 

сходится, так как последовательность 
1

na
n

  является убывающей                 

и бесконечно малой при n  (проверить самостоятельно).  

С другой стороны, ряд  
 

1 1

( 1) 1n

n nn n

 

 


   

 

является расходящимся гармоническим рядом. Значит, ряд  
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 

1

1
n

n n






  

 

является условно сходящимся. 
 

б) Для любого n  рассмотрим разность  
 

2

1 2 2 2 2

2 1 2 3 4 5 2 2
0.

( 1) ( 1) ( 2) ( 1) ( 2) ( 2)
n n

n n n n
a a

n n n n n n n n n


   
     

       
 

Значит, последовательность 
na  монотонно убывает, причем 

 

2

2 1
lim 0

( 1)n

n

n n





. 

 

Таким образом, ряд сходится по признаку Лейбница. 

С другой стороны, ряд 
 

 
1

2 2
1 1

1 (2 1) 2 1

( 1) ( 1)

n

n n

n n

n n n n


 

 

  


 
 

 

 

сходится по признаку сравнения в предельной форме, так как 

 

2 2

2 1 2
,

( 1)

n
n

n n n





 

 

и ряд 
  

2
1

2

n n





  

 

является сходящимся обобщенно гармоническим 
 
 2 1q   . Таким 

образом, исходный ряд сходится абсолютно.
 Замечание. Так как из абсолютной сходимости ряда следует 

сходимость ряда, то для решения задачи достаточно было доказать 

только абсолютную сходимость ряда 

 

 
1

2
1

1 (2 1)

( 1)

n

n

n

n n






 


 . 
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7 Составить сумму, разность, произведение рядов  
 

1

1

2k
k





  и 
 

1

1

3

k

k
k






  

 

и исследовать их сходимость. 

Решение. Ряд 
1

1

2k
k





  есть геометрический со знаменателем 

1 0,5q  , его сумма равна 
 

1

1
2

1 0,5
S  


. 

 

Второй ряд 
 

1

1

3

k

k
k






  – геометрический ряд со знаменателем 

2 1 3q   , его сумма  
 

2

1 3

1 1 3 4
S  


. 

 

По определению суммы двух рядов полученный ряд имеет вид  
 

 

1

11

2 3

k

k k
k





 
 

 
 

 . 

 

Данный ряд сходится как сумма двух сходящихся рядов, поэто-

му его сумма  
 

1 2 2,75S S S   . 
 

Аналогично рассуждая, получим, что ряды  
 

 

1

11

2 3

k

k k
k





 
 

 
 

  и 
 

1 1

11

2 3

k

k k
k k

 

 


 

 

 

также сходятся. 
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1 Доказать абсолютную сходимость ряда. 
 

1.1 
 

3
1

sin 2 0,25π

2n

n

n n








 . 

1.2 
 2

3
1

13
ln 1

4

n

n

n

n n n





 
 

 
 

 . 

1.3 
 

   3
1

cos 0,25π

2 ln 3n

n

n n



  
 . 

1.4 3

1

sin n

n

n n e






 . 

1.5 
 

64
1

arctg

2 3 1

n

n

n

n n







 
 . 

1.6 
 

5
1

1 π
arcsin

4

n

n nn






 . 

1.7 
 

1 (4 )!

n

n

n

n






 . 

1.8 
 

6 23
1

arcctg

3 5n

n

n n







 
 . 

1.9 
  2

4
1

1 ln ( 1)

1

n

n

n

n n





 


 . 

1.10 
 

4
1

1 1
arctg

4

n

n nn






 . 

1.11 
 

1 2

1

1 ln

2

n

n
n

n







  

1.12 
 

1 2

1

1 sin

5

n

n
n

n







 . 

1.13 3

3
1

1
cos arctg

2n

n
n

n









 . 

1.14 
 

1 3 4

1

1 cos

5

n

n
n

n n







 .
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1.15 
 

1

1

1 (2 )!

( 1)

n

n
n

n

n









 .

 

1.16 
   

1 2 0,5

2
2

1 sin

ln

n

n

n

n

 





 .

 

1.17 
  2

6
1

1 sin ( 1)

1

n

n

n

n n





 


 .

 

1.18 
4

1

1 sin 4
ln 1 arctg

4n

n

nn





 
 

 
 .

 

1.19 
 

3
1

1 3
arcsin

n

n nn






 .

 

1.20 
74

1

( 1)cos2

1n

n n

n n







 
 .

 
 

2 Исследовать сходимость ряда с помощью признака Лейбница. 

Если ряд сходится, то с точностью до 0,01 вычислить его сумму. 

2.1 
 

1

1

1
k

k
k k







 . 

2.2 
 

1

1

1

2

k

k
k k







 . 

2.3 
 

 

1

1

1

2 !

k

k k







 . 

2.4 
 

3
1

1
k

k k






 . 

2.5 
 

1

4
1

1
k

k k







 . 

2.6 
 

1

1

3 !

k

k
k k






 . 

2.7 
 

3
0

1

( 2)

k

k k








 . 

2.8 
 

0

1

( 1)

k

k
k k








 . 

2.11 
 

1

6
1

1
k

k k







 . 

2.12 
 

25
0

1

1

k

k k








 . 

2.13 
 

1

1

1

4

k

k
k







 . 

2.14  
1

2
1

1
1 ln 1

k

k k






 
  

 
 .

 

2.15 
 

3
1

1 2
k k

k k






 .

 

2.16 
 

1

1 4

5

k k

k
k






 .

 

2.17  
1

2
1

1
1 tg

k

k k






 
  

 
 .

 

2.18  
1

6
1

3
1 sin

k

k k






 
  

 

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2.9 
 

1

1

1

5

k

k
k







 . 

2.10 
 

4
0

1

2

k

k k








 . 

2.19 
 

1

4
1

1

3

k

k
k k







 .

 

2.20  
1

1

1 ctg 2
k k

k


 



 .

 

3 Исследовать сходимость ряда с помощью признака Дирихле. 
 

3.1 
3

1

sin 2

2n

n

n n



 
 . 3.11 

1

sin 7

2n
n

n

n



 
 . 

3.2 
2

1

cos3π

2n

n n

n n



  
 . 3.12 

1

π
tg sin 4

n

n
n





 
 
 

 . 

3.3 
1

2π
sin cos5

n

n
n





 . 3.13 
1

1
arcsin sin 7

3n
n

n




 
 
 

 . 

3.4 
2

1

3
arctg cos3

n

n
n





 
 
 

 . 3.14 
1

cos(0,5π )

ln( 1)n

n

n



 
 . 

3.5 
1

2
sin sin 2

5n
n

n




 
 
 

 . 3.15 
4

1

2
sin sin 4

2n

n
n





 
 

 
 . 

3.6 
6

1

3
tg cos5

n

n
n





 
 
 

 . 3.16 
2

1

cos

ln ( 1)n

n

n



 
 . 

3.7 
2

1

cos2

ln( 1)n

n

n n



 
 . 3.17 

3
1

1
arctg sin

n

n
n





 
 
 

 .

 

3.8 
4

1

cos5

5n

n

n n



 
 .

 

3.18 
2

1

sin3

3 1n

n n

n n



  
 .

 

3.9 
2

sin(0,3 )

lnn

n

n





 .

 

3.19 
1

2
tg sin 2

n

n
n





 
 
 

 .

 

3.10 
3

1

1
arcsin cos

n

n
n





 
 
 

 .

 

3.20 
1

sin

2 5n
n

n

n



 
 .

 
 

4 Исследовать сходимость ряда с помощью признака Абеля. 
 

4.1 
2

6
1

3
3 tg cos5n

n

n
n






 
 
 

 . 4.11 
1

2π 1
sin cos5 ln 1

2n
n

n
n





 
 

 
  

4.2 
1

2
1

cos3π ln(1 )

2n

n n n

n








 . 4.12 

1

1

π
tg sin 4 ( 2)n

n

n e
n






 
 

 
 . 
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4.3 

1

1

sin 7

2

n

n
n

e n

n




 
 . 4.13 

2

1

1
4 arcsin sin 7

3

n

n
n

n






 
 
 

 . 

4.4 
2

1

cos2 ln(1 )

ln( 1)n

n n

n








 . 4.14 

1

( 1)cos(0,5π )

ln( 1)

n

n

e n

n








 . 

4.5 
1

2
5 sin sin 2

5

n

n
n

n






 
 
 

 . 4.15 
4

1

2
2 sin sin 4

2

n

n

n
n






 
 

 
 . 

4.6 
3

1

sin 2

2 2n
n

n

n n



 
 . 4.16 

2
1

cos ln(2 )

ln ( 1)

n

n

n

n



 
 . 

4.7 
2

1

3
5 arctg cos3n

n

n
n






 
 
 

 . 4.17 
3

1

1
2 tg sinn

n

n
n






 
 
 

 .

 

4.8 
 

2
1

sin3 arctg 3

3 1

n

n

n n

n n




  
 . 4.18 

4
1

cos5 arcsin

5n

n n

n n



 
 .

 

4.9 
1

sin 2 2
tg

1n

n n

n n





 
 

  
 . 4.19 

2

sin(0,3 )

( 2) lnn

n n

n n



 
 .

 

4.10 
 

1

sin arccos 2

2 5

n

n
n

n

n




 
 . 4.20 

3
1

cos 1
arcsin

3n

n n

n n





 
 

  
 . 

 

5 Исследовать сходимость и абсолютную сходимость ряда. 
 

5.1 а) 
 

1

1

3

k

k
k






 ;  б) 

2

5
1

( 1) sin (0,5 )

1

k

k

k

k








 . 

5.2 а) 
 

 
2

1

5

1 5

k

k
k







 
 ;  б) 

 
 2

1

cos 0,25π

ln 1k

k

k








 . 

5.3 а) 
 

2
1

1

4

k

k k








 ;  б) 

2

1

( 1) cos 2k

k

k

k






 . 

5.4 а) 
1

( 1)

!

k

k k






 ;  б) 

5
1

sin

k

k

k





 . 

5.5 а) 
 

1

1

1
k

k k k







 ;  б)  

 1

2

1

1 2
1 1

1

kk k

k kk

 



 
  

  
 . 

5.6 а) 
 

1

2

1

ln

k

k k k







 ;  б) 

4

1

sin 3 8

1k

k

k








 . 
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5.7 а) 
 

1

2

1

ln

k

k k k







 ;  б) 

4
1

cos cos(1 )

k

k k

k





 . 

5.8 а) 
 

 

1

2
2

1

ln

k

k k k







 ;  б) 

6

1

ln π
cos

6k

k k

k





 . 

5.9 а) 
 

1

1

1

2

k

k
k k









 ;  б)  

1

π
cos π ln 1 2

6k

k k




 
  

 
 . 

5.10 а) 
 

 1

1

3 3 1

k

k k k








 ;  б) 

 
2

1

1 sin 2

lnk

k k

k k








 . 

5.11 а) 
 

2
1

1

4

k

k k








 ;  б) 

 

   1

1

ln 1 ln ln 2

k

k k k k







 
 . 

5.12 а) 
 

2 1
1

1

1 3

k

k
k









 ;  б) 

 
5

1

sin π 3

k

k

k





 . 

5.13 а) 
 

1 2

1

1 2

2 1

k k

k
k

k









 ;  б) 

1

4
1

cos cos

k

k k

k





 . 

5.14 а) 
 

1

1

1 (2 ( 1) )

2

k k k

k
k k






  


 ; б) 

 

 1

1

ln 1

k

k k k








 . 

5.15 а) 
 

2 1
1

1

3

k

k
k k









 ;  б)  

2
1

1 1
1 1

1

k
k

k kk





 
  

 
 . 

5.16 а) 
 

2
1

1

2

k

k

k

k








 ;  б) 

2

75
1

( 1) cos

1

k

k

k

k








 . 

5.17 а) 
 

1

2 2
2

1

ln

k

k k k







 ;  б) 

2

1

cos 2

1k

k

k








 . 

5.18 а) 
 

1

1

1 5

5

k k

k
k k









 ;  б) 

 

 

2

1

1 cos

ln 2

k

k

k

k k








 . 

5.19 а) 
 
5

1

1

3 4

k

k

k

k k







 
 ;  б) 

1

3
1

sin sin

k

k k

k





 . 

5.20 а) 
 

1

1
1

1

2 7

k

k
k










 ;  б) 

 
2

1

3 cos

2lnk

k k

k k








 . 
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6 Составить сумму, разность, произведение рядов и исследовать 

их сходимость. 
 

6.1 
 

1

1

1

4

k

k
k







  и 

 

1

1

3

k

k
k






 . 

6.2 
 

1

1

1

( 1)

k

k k k









  и 

 
1

1

1

( 2)( 1)

k

k k k








 
 . 

6.3 
 

 

1

1

1

2 !

k

k k







  и 

 

1

1

!

k

k k






 . 

6.4 
 

3
0

1

( 1)

k

k k








  и 

 

0

1

3

k

k
k






 . 

6.5 
 

1

1

1

2

k

k
k







  и 

 
1

6
1

1
k

k k







 . 

6.6 
 

1

1

!

k

k k






  и 

 
2

1

1
k

k k






 . 

6.7 
 

0

1

2

k

k
k






  и 

 
2

0

1
k

k k






 .  

6.8 
 

2
1

2

( 1)

k

k k








  и 

 
2

1

2
k

k k






 . 

6.9 
 

1

1

1

5

k

k
k







  и 

 
1

1

1

1

k

k k









 . 

6.10 
1

3

2

k

k





 
 
 

  и 
1

1

1
2

2

k

k
k






 
 

 
 . 

6.11 
 

1

6
1

1
k

k k







  и 

 
1

1

1
k

k k







 . 

6.12 
 

 

1

1

1

1 !

k

k k









  и 

 

1

1

!

k

k k






 . 

6.13 
 

1

1

2

3

k

k
k







  и 

 
1

1

2

3

k

k
k







 . 

6.14 
 

1

1

5

7

k

k
k







  и 

 
1

1

5

7

k

k
k







 . 
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6.15 
 

1

1

1

3

k

k
k







  и 

 
1

4
1

1
k

k k







 .

 

6.16 
 

1

1

1
k

k k







  и 

 
1

1

1

1

k

k k









 .

 

6.17 
 

2

1

1

k

k k








  и 

 

2

1

1

k

k k








 . 

 

6.18 
2

1

( 1) cos

3

k

k
k

k




  и 

  2

1

1 sin

3

k

k
k

k




 .

 

6.19 
 

1

2
1

1
k

k k







  и 

 
1

1

5

7

k

k
k







 .

 

6.20 
 

2
2

1

1

k

k k








  и 

 

2

1

1

k

k k








 .
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