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В работе исследуются обратные теоремы теории рациональных приближений. Доказаны аналоги таких теорем в про-
странстве Бергмана аналитических функций в круге. 
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In this paper we study the inverse theorems of the theory of rational approximations. We prove the analogues of these theorems 
in the Bergman space of analytical functions in the circle.
 
Keywords: rational functions, the best rational approximation, Bergman space, rational approximation. 

 
 

Введение 
В настоящее время рациональные прибли-

жения являются одним из наиболее актуальных и 
интенсивно развивающихся разделов математи-
ческого анализа. В этом направлении, начиная с 
классических результатов Д. Джексона и С.Н. 
Бернштейна, были получены прямые и обратные 
теоремы полиномиальной аппроксимации для 
различных функциональных пространств. Сейчас 
многие из них носят окончательный характер. 

В данной статье будут получены аналоги 
обратных теорем теории рациональных прибли-
жений в пространстве Бергмана аналитических 
функций в круге. Для формулировки соответст-
вующих результатов приведём необходимые оп-
ределения. 
 

1 Некоторые вспомогательные понятия и 
утверждения 

Пусть  – плоская мера Лебега в ком-
плексной области . Для  через 

 обозначим пространство Лебега ком-

плексных функций 

2m
C 0 p< ≤ ∞

( )pL D

f  на { }: 1D z z= ∈ <C  
относительно плоской меры Лебега с обычной 
квазинормой ( )pL D

f  (нормой при ). 

Именно, 
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Для функции f  аналитической в  через D

( )f k  обозначим её -ый коэффициент Макло-
рена. Если 

k
0α ≥ , то следующая функция также 

является аналитической 
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J f z k f k zαα
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и называется производной f  в смысле Вейля. 
Очевидно, если lα =  – натуральное, то 
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l
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Если 0α <  функцию J fα  называют также ин-
тегралом порядка α . 

Пусть α ∈R  и 0 p< ≤ ∞ , . Сле-
дуя, например, работам [1] и [2], через 

0 q< ≤ ∞

qBα  обо-
значим пространство Харди-Бесова. Именно, 
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Определение пространства qBα  не зависит от β , 
при различных β  соответствующие  квазинор-
мы эквивалентны. Ради удобства, как правило, 
полагают 1β α= + . 
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Пусть  – квазинормированное простран-
ство аналитических в единичном круге функций. 
Тогда последовательность  называется 
мультипликатором в W , если для любой 

W

{ } 0k kλ ∞

=

f W∈  
имеем 

W W
g c f≤ , где 

0
( ) ( ) , 0k

k
k

g z f k z cλ
∞

=

= >∑  

и не зависит от f . 
Далее нам понадобится следующая лемма. 
Лемма [2]. Пусть α  и 0β > . Тогда после-

довательности 
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Г( )( 1)k
k

k r β

α βλ
α
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 и 1 ( 0,1, 2, ...k
k
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где Г( )α - гамма-функция Эйлера, являются 
мультипликаторами в пространстве pВ

γ . 
Говорим, что функция f  принадлежит про-

странству Бергмана ( )pA D , , если она 
аналитична в  и конечна квазинорма  
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– наилучшее приближение f  посредством ра-
циональных функций степени не выше  с по-
люсами вне замыкания . Заметим, что если 
для некоторой рациональной функции  
имеет место равенство  

n
D

*
nnr ∈R

( ) *,
p

n p n A
R f A f r= − , 

то  называется элементом наилучшего при-
ближения функции 

*
nr

f . Известно (см., например, 
[4]–[5] и др.), что элемент наилучшего прибли-
жения существует, однако, он может быть не 
единственным. 
 

2 Основные результаты 
Теорема 1. Пусть функция f  принадле-

жит ( )pA D ,  и при некотором 2 p< < ∞ 0α >  
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где , а { }min 1,q q′ =
1
q p
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2 . Тогда qf Bα∈ . 

Доказательство. Пусть  – элемент 
наилучшего приближения функции 

nnr ∈R
f  в ( )pA D . 

Ввиду плотности множества алгебраических по-
линомов в пространстве ( )pA D  [8] получаем, что  

( ), 0n pR f A →  при   (2.1) .n →∞

Введём в рассмотрение лакунарный ряд 
функции f  
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Пусть  - -я частичная сумма этого ряда. То-

гда 
nS n

2
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f S f r− = − →  согласно (2.1), а, 

следовательно, ряд (2.2) сходится. Известно [9, 
с. 123], что для произвольной точки  z D∈

( ) ( )
12

1 p

pA
f z zπ −⎡ ⎤≤ −

⎣ ⎦
f . 

Поэтому функциональный ряд (2.2) сходится 
равномерно в любом замкнутом круге радиуса 

1z R≤ <  из . Таким образом,  этот ряд можно 
почленно дифференцировать в , предвари-
тельно воспользовавшись утверждением леммы, 
т.к. здесь нас интересуют дробные производные 
в смысле Вейля. 

D
D

Дальнейшее доказательство разобьём на два 
случая. 

1. Случай . Учитывая субаддитивность 
нормы, из (2.2) получим 
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Из [7] соответственно имеем, что 
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Очевидно, что наилучшее приближение функции 
не превышает нормы самой функции,  поэтому 

1 12
pq

( )L DB
r c fα ≤ .  (2.4) 

Рассмотрим второе слагаемое, стоящее 
справа в соотношении (2.3) с учётом [7]. 
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Далее 
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Поэтому из (2.5) с учётом последнего соотноше-
ния находим, что 
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Собирая оценки (2.4) и (2.6), из (2.3) получим 

( ) (
1

1
1

1 ( ) 3 2
1

2 2 p
kpq

k
L D pB

k
f c f c R f Aα

α
−

∞ +−

=

⎛ ⎞≤ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ), .  (2.7) 

Известно [10], [11], что если 0α > , 0β >  и 

числовая последовательность  не возрас-
тая сходится к нулю, то   

{ } 1k k
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)α β=  - некоторая положительная вели-
чина. Поэтому из (2.7) и условий нашей теоремы 
находим, что 
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а, следовательно, qf Bα∈ . 
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Оценки (2.4) и (2.6) примут вид соответственно 
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Учитывая их, находим 
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Опять же имеем (см. также, например, [10], [11]), 
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Поэтому из (2.9) и условий нашей теоремы 
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а, следовательно, qf Bα∈  при всех . 
Теорема полностью доказана. 

(0,1)q∈

Далее теорему 1 мы улучшим, используя 
интерполяцию. С этой целью приведём некото-
рые сведения теории интерполяционных про-
странств. 

Пусть 0X  и 1X  – совместимые квазинор-
мированные абелевы группы по сложению [12]. 
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Следуя Я. Петре [12]-[14] введём аппрокси-
мационное пространство  
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Теорема 2 [3]. Пусть 0 1 0 10 , , ,α α σ σ< < ∞ , 
0 1θ< < , 0 1(1 )α θ α θ α= − +  и 
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01 1

1σ θ σ θ σ− −= − + − . Тогда  
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Теорема 2 хорошо известна для 01 ,σ≤  

1 0 1, ,q qσ ≤ ∞

∞

 (см., например, [12] гл. 6). С точки 
зрения обобщённых функций в вещественном 
случае она получена в книгах Я. Петре [15] и 
Х. Трибеля [14]. 

Для аналитических функций эта теорема 
доказана А.А. Пекарским [3] отлично от методов, 
применяемых в [12], [15], [14]. 

Теорема 3 [12], [13]. Пусть , 0 10 , ,p q q< ≤
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Теорема 4. Пусть функция f  принадлежит 
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Доказательство. Зафиксируем 0α  и 1α , 
удовлетворяющие условию 0 10 α α α< < < < ∞ . 
Числа ,  и  определим из 
условий 

1 0q > 2 0q > 0 t< <1
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Согласно теореме 1 имеют место вложения 
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Из теорем 2 и 3 соответственно получаем 
равенства 
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