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Введение 
Детерминированные системы с конечным 

числом степеней свободы описываются систе-
мами обыкновенных дифференциальных урав-
нений. При этом если система изолирована, то 
она описывается автономной дифференциальной 
системой. Если же на систему оказывается пе-
риодическое внешнее воздействие, то эта систе-
ма описывается дифференциальной системой с 
периодической по времени правой частью. Изу-
чение автономной системы вблизи предельного 
цикла (периодического режима функционирова-
ния изолированной системы) также приводит к 
необходимости исследования дифференциаль-
ных систем с периодической правой частью. Ос-
новоположники качественной теории дифферен-
циальных уравнений А. Пуанкаре и А.М. Ляпу-
нов создали ряд эффективных методов исследо-
вания периодических дифференциальных сис-
тем. Эти методы, несмотря на сложность их 
применения, прекрасно работают в так называе-
мых неособенных случаях. Практика изучения 
реальных систем приводит, однако, к необходи-
мости рассмотрения и особенных случаев, когда 
приходится изыскивать другие методы. При 
этом, как всегда, наличие симметрий в системе 
облегчает ее исследование. Увидеть облегчаю-
щие исследования симметрии, к сожалению, не 
всегда просто. Автор этих строк попытался ука-
зать методы, позволяющие осуществлять нахож-
дение указанных симметрий. Таким образом, он 
пришел к понятию отражающей функции [1]. 

Для дифференциальной системы 

( , ),dx X t x
dt

=   ,t R∈ nx D R∈ ⊂    (0.1) 

отражающая функция ( , )F t x  определяется ра-
венством ( , ) : ( , , ),F t x t t xϕ= −  где 0 0( ; , )t t xϕ  есть 
общее решение в форме Коши системы (0.1). 

При этом мы обычно предполагаем, что правая 
часть системы (0.1) есть непрерывно дифферен-
цируемая в области задания системы функция. 

В том случае, когда ( , )X t x  является 2ω - 
периодической по  функцией t ( , )F xω− ≡  

( ; , )xϕ ω ω≡ − , есть так называемое отображение 
Пуанкаре или отображение за период. Здесь 
важно предупредить читателя, что в нарушение 
традиции мы рассматриваем отображение за пе-
риод [ ; ],ω ω−  а не как обычно за период [0; 2 ].ω  
Так как отображение за период определяется 
через общее решение системы (0.1), то создается 
впечатление, что для неинтегрируемой в квадра-
турах системы отображение Пуанкаре найти 
нельзя. 

Но мы определили отображение за период 
[ ; ]ω ω−  через отражающую функцию. Вдумчи-
вый читатель сразу же заметит, что отражающая 
функция так же определяется через общее реше-
ние системы (0.1). Для отражающей функции, 
однако, верно основное соотношение 

( , ) ( , ) 0,F F X t x X t F
t x

∂ ∂
+ + − =

∂ ∂
 (0, ) .F x ≡ x   (0.2) 

Причем функция ( , )F t x  является отра-
жающей функцией для системы (0.1) тогда и 
только тогда, когда она удовлетворяет соотно-
шениям (0.2). Природа соотношения (0.2) более 
сложная, чем самой  системы (0.1). Нам, однако, 
нужны не все решения системы (0.1), а лишь 
одно, которое иногда удается найти. Эта ситуа-
ция напоминает нам ситуацию с интегрирующим 
множителем. В частности, если 

( , ) ( , ),X t x X t x− ≡ −  то легко убедиться в том, 
что отражающая функция системы (0.1) имеет 
вид .( , )F t x x≡  Это значит, что для 2ω -
периодической и нечетной по  функции t ( , )X t x  
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]отображение за период [ ,ω ω−  системы (0.1) 
есть тождественное отображение. В этом случае 
все продолжимые на [ , ]ω ω−  решения системы 
(0.1) 2ω -периодичны и четны по  [1, с. 13]. t

Пользуясь основным соотношением (0.2), 
мы можем устанавливать условия, при которых 
система (0.1) имеет отражающую функцию за-
данного вида, и решать другие задачи аналогич-
ного характера. Соответствующие примеры чи-
татель найдет в [1]–[2], а также в [3]–[13]. 

В работах [12]–[13] указан другой подход, 
позволяющий для данной системы (0.1) нахо-
дить другие системы с тем же отображением за 
период [ ; ],ω ω−  что и у исходной системы (0.1). 
Этот подход основан на теореме из [10], соглас-
но которой все системы вида  

1

( , ) ( ) ( , ),
r

i i
i

dx X t x t t x
dt

α
=

= + Δ∑  

где ( )i tα  – нечетные скалярные функции, а 
 вектор – функции, являющиеся реше-

ниями системы 
( , )i t xΔ

( , ) ( , ) 0,XX t x t x
t x t

∂Δ ∂Δ ∂
+ − Δ

∂ ∂ ∂
=  

имеют одну и ту же отражающую функцию. 
Точнее следует сказать, что отражающие функ-
ции  двух  таких  систем  совпадают  на  пересе-
чении  областей задания этих отражающих 
функций. 

Задавая отражающую функцию, следует 
иметь в виду, что дифференцируемая функция 

( , )F t x  может быть отражающей функцией тогда 
и только тогда, когда для нее выполнены тожде-
ства ( , ( , )) (0, ) .F t F t x F x x− ≡ ≡  Всякое соотно-
шение вида  разрешимое отно-
сительно , задает такую функцию. 

( , ) ( , ),U t F U t x− =
F

Знание отражающей функции одной систе-
мы позволяет строить отражающие функции 
всех систем, получаемых из данной с помощью 
замен переменных. Доказываемая ниже теорема 
дает соответствующий пример. 

Понятие отражающей функции использова-
лось в работах Л.А. Альсевич, П.П. Вересовича, 
О.А. Кастрицы, С.В. Майоровской, В.В. Миро-
ненко, Э.В. Мусафирова, С.Л. Соболевского, 
В.Ф. Филипцова, Zhou Zhengxin, Zhang Shanlin, 
Yu Yuanhong, Yan Yuexin для изучения свойств 
решений дифференциальных систем (см. напри-
мер [3]–[13]). В монографии [2] указаны доступ-
ные автору работы, опубликованные до 2000 
года и использующие понятие отражающей 
функции. С основными результатами автора по 
отражающей функции читатель может ознако-
миться на сайте www.reflecting-function.narod.ru. 

 
1 Основной результат работы 
В этой работе понятие отражающей функ-

ции применяется к изучению периодических 

уравнений Риккати. В дальнейшем для каждой 
функции  использованы обозначения ( )n t

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

: ,
2

: , :
2

evn

odd

n t n t
n t

n t n t
n t m m t

+ −
=⎡ ⎤⎣ ⎦

−
.= = −⎡ ⎤⎣ ⎦

 

Основной результат работы содержит сле-
дующая 

Теорема. Пусть для дифференцируемых 
2ω -периодических коэффициентов дифферен-
циального уравнения 

2
0 1 2( ) ( )( ( )) ( )( ( ))dx a t a t x m t a t x m t

dt
= + − + −  (1.1) 

выполнены условия:  
1. Функцию 0m a−  можно представить в 

виде 0 0m a bα− = , где 0 ( )tα  нечетная непрерыв-
ная 2ω -периодическая функция, а  при 
всех 

( ) 0b t ≠
.t R∈  

2. Функция 1
0

1
2

evn

b a
b

α
α

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 доопределя-

ется до непрерывной  на R  нечетной функции, 
которая удовлетворяет соотношению  

1 2[ ]evn
odd

b a ba
b

α α
⎡ ⎤

− − =⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Тогда:  
1) отражающая функция дифференциаль-

ного уравнения (1.1) задается формулой 
( 2 ) 2( , ) ;

2 ( 2 )
b m x bm bm mmF t x

x b m
α α
α α

+ + − −
=

+ −
 

2) все продолжимые на [ ; ]ω ω−  решения 
дифференциального уравнения (1.1) являются 
2ω -периодическими. 

Доказательство. Прежде всего, отметим 

для функции : bu
x m

α= +
−

 справедливость сле-

дующей цепочки равенств: 

2 2

0 1
22

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

b bm bxu
x m x m x m

b m a b ba
ba

x mx m

α

α

= + + −
− − −

− −

=

= + + −
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20
1 2( ) ( ) (

m a bu a u
b b

α α α
⎛ ⎞−

= − + − − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

),ba  

откуда, в свою очередь, следует соотношение 

2
0 1 0

2
2 2 1

2

,

bu u a u
b

bba a
b

α αα

α α α α

⎛ ⎞
= + − − +⎜ ⎟
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т.е., имеет место равенство 
2

0 1 ,u u u 2α α α= + +  



Временные симметрии уравнения Риккати 
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