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В работе исследовано строение подгруппы, равной пересечению ядер максимальных A -
допустимых подгрупп, не содержащих F -корадикал, с ограничениями на индексы. Установлены 
свойства соответствующей обобщенной подгруппы Фраттини. 
Ключевые слова: конечная группа, формация, F -корадикал. 
 
The structure of the subgroup equal to the intersection of the kernels maximal A -admissible subgroups 
that do not contain an F -residual, with restrictions on the indices is studied. The properties of the corre-
sponding generalized Frattini subgroup are established. 
Keywords: finite group, formation, F -residual. 
 
В данной работе изучается влияние свойств F -абнормальных максимальных подгрупп 

заданного индекса на формационное строение конечных групп. Необходимые определения и 
обозначения можно найти в работах [1]–[3]. В дальнейшем π  – некоторое множество про-
стых чисел, все рассматриваемые классы групп содержат единичные группы. 

В настоящее время развитие теории пересечений максимальных подгрупп связано с 
введением функторного метода [3], позволяющего строить новые обобщения подгруппы 
Фраттини и исследовать влияние свойств этих подгрупп на строение группы. 

Данная работа посвящена продолжению исследований, опубликованных в работах [4]–[9]. 
Пусть P  – множество всех простых чисел. Если p P∈  и ,Pπ ⊆  то = \ ;Pπ π′  

= \{ }.p P p′  Подгруппа H  группы G  называется Sπ -подгруппой, если | : |G H  не делится на 
числа из .π  

Через ( )O Gπ  обозначают наибольшую нормальную π -подгруппу группы .G  
Напомним, что классом групп называют всякое множество групп, содержащее вместе с 

каждой своей группой G  и все группы, изоморфные .G  
Класс групп F  называется формацией, если выполняются следующие условия: 
1) если G∈F  и ,N G  то / ;G N ∈F  
2) если 1/G N ∈F  и 2/ ,G N ∈F  то 1 2/ .G N N∩ ∈F  
Отображение f  класса G  всех групп в множество классов групп называют экраном, 

если для любой группы G  выполняются следующие условия: 
1) ( )f G  – формация; 
2) ( ) ( ) ( )f G f G f Kerf f⊆ ∩  для любого гомоморфизма φ  группы ;G  
3) (1) = .f G  
Экран f  называют локальным, если для любого простого числа p  он принимает одина-

ковые значения на всех неединичных p -группах и 
( )

( ) = ( )
p G

f G f p
p∈

 для любой группы .G  

Формацию F  называют локальной, если она имеет хотя бы один локальный экран. 
Пусть X  – непустая формация, тогда максимальная подгруппа M  группы G  называет-

ся X -нормальной (X -абнормальной), если GX  содержится (соответственно не содержится) в 
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,M  где GX  – X -корадикал группы ,G  т. е. пересечение всех тех нормальных подгрупп N  
группы ,G  для которых / .G N ∈X  

Класс групп *F  называется подпрямым замыканием формаций H  и ,F  если из *G∈F  

следует, что 
*

.G G G⊆ ∩F H F  
Через GM  обозначают ядро подгруппы M  в группе G  (пересечение всех подгрупп из 

G  сопряженных с подгруппой M ). 
Пусть даны группа ,G  множество A  и отображение : ( ),f A Aut G  где ( )Aut G  – авто-

морфное отображение группы G  в себя. Подгруппа M  называется A -допустимой, если M  
выдерживает действие всех операторов из ,A  то есть M Mα ⊆  для любого оператора .Aα ∈  

Несложно заметить, что так как операторы действуют как соответствующие им авто-
морфизмы, то каждая характеристическая подгруппа является A -допустимой для произ-
вольной группы операторов. 

Заметим, что максимальная A -допустимая подгруппа M  либо целиком содержит F -
корадикал группы ,G  либо = .MG GF  Действительно. Так как произведение A -допустимых 
подгрупп A -допустимо и GF  – характеристическая подгруппа, а, следовательно, A -
допустимая, то =MG MF  или = .MG GF  

Обозначим через ( , )G AΦF  пересечение всех максимальных A -допустимых подгрупп 
группы ,G  не содержащих F -корадикал. Через ( , )G AπΦF  ( ( , )G AπΦF ) пересечение всех тех F -
абнормальных максимальных A -допустимых подгрупп группы ,G  не содержащих F -корадикал, 
индекс каждой из которых не является (является) π -числом, где F  – формация. В случае отсут-
ствия в группе G  указанных подгрупп, полагаем указанные подгруппы равными группе .G  

Лемма 1 [5]. Пусть группа G  имеет группу операторов A  такую, что (| |,| |) = 1,G A  
θ  – абнормально полный подгрупповой функтор, ,K N G⊆   ,K G  N  – A -допустимая 
подгруппа группы G  и ( , ).K G Aθ⊆ Φ  Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) если /N K  π -замкнута, то и N  π -замкнута; 
2) ( / ) = ( ) / .p pO N K O N K′ ′  
Теорема 1. Пусть группа G  имеет группу операторов ,A  такую, что (| |,| |) = 1,G A  Γ  – 

формация. Если в группе G  существуют максимальные A -допустимые подгруппы, не со-
держащие Γ -корадикал, не принадлежащие ,Γ  то пересечение всех таких подгрупп совпа-
дает с ( , ).G AG

ΘΦ  

Доказательство. Предположим, что пересечение ( , )G A
G

Φ  всех максимальных A -
допустимых подгрупп группы ,G  не содержащих Γ -корадикал, и не принадлежащих форма-
ции ,Γ  совпадает с подгруппой ( , ).G AΦ  Так как 

( , ) ( , ) ( , ),G A G A G A
GGΦ ≤ Φ ≤ Φ  

то ( , ) = ( , ).G A G A
GGΦ Φ  

Пусть ( , )G A
G

Φ  не совпадает с подгруппой ( , ).G AΦ  Тогда = ( , ),G M G A
G

Φ  где M  – 
некоторая максимальная A -допустимая подгруппа группы .G  Если ,M ∈Γ  то 

/ ( , ) .G G A
G

Φ ∈G  Отсюда ( , )G A
G

Φ  содержится в максимальных A -допустимых подгруппах, 
содержащих Γ -корадикал, что невозможно. Поэтому M  не входит в Γ  и является макси-
мальной A -допустимой подгруппой, содержащей Γ -корадикал. Итак, всякая максимальная 
A -допустимая подгруппа, не содержащая ( , ),G A

G
Φ  содержит Γ -корадикал. Следовательно, 

( , ) ( , ).G A G A
G GΦ ≤ Φ  Теорема доказана. 
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Теорема 2. Пусть группа G  имеет группу операторов ,A  такую, что (| |,| |) = 1,G A  F  – 
формация. Если всякая максимальная A -допустимая подгруппа группы ,G  не содержащая 
F -корадикал, индекс которой в G  есть π -число, принадлежит формации ,Γ  то выполня-
ется одно из следующих условий: 

1) ( , );G G Aπ⊆ ΦF F  
2) ( , );G G Aπ

GG ⊆ Φ  
3) / ( , )G G G Aπ

GGG  ∩Φ  – главный фактор группы ,G  ( ) = ( / ( , )),G G G G Aπ πGGGG   ∩Φ  
( , ) = ( , ),G A G Aπ π

GΦ ΦF  причем ( , ) = ( , ),G A G Aπ
GG Φ Φ  если ( ) ( , ).G G Aπ

GG Φ ≠ Φ  
Доказательство. Пусть G  – группа наименьшего порядка, для которой теорема не выпол-

няется. Если в группе G  отсутствуют максимальные A -допустимые подгруппы, не содержащие 
F -корадикал, индекс каждой из которых в G  есть π -число, то ( , ) =G A GπΦF  по определению. 
Следовательно, ( , ),G G Aπ⊆ ΦF F  что противоречит предположению. Поэтому в дальнейшем счи-
таем, что в группе G  существует по крайней мере одна максимальная A -допустимая подгруппа 
M  группы ,G  не содержащая F -корадикал, индекс которой в G  есть π -число. Значит, 

= .G MGF  По условию теоремы .M ∈Γ  Значит, / .G G ∈GF  Следовательно, .G GG ⊆ F  
Если в группе G  отсутствуют максимальные A -допустимые подгруппы, не содержа-

щие Γ -корадикал, индекс каждой из которых в G  есть π -число, то ( , ) =G A Gπ
GΦ  и 

( , ),G G Aπ
GG ⊆ Φ  что противоречит предположению. Поэтому в дальнейшем предполагаем, 

что в группе G  существуют максимальные A -допустимые подгруппы, не содержащие Γ -
корадикал, индекс каждой из которых в G  есть π -число, т. е. ( , ) .G A Gπ

GΦ ≠  
Если GG  – минимальная инвариантная в G  подгруппа, то либо ( , ) = 1,G G Aπ

GG ∩Φ  либо 
( , ).G G Aπ

GG ⊆ Φ  Если ( , ) = 1,G G Aπ
GG ∩Φ  то, проследив дальнейшее доказательство, можно 

сделать вывод, что теорема справедлива. Принадлежность же подгруппы GG  пересечению 
( , )G Aπ

GΦ  противоречит тому, что в группе G  существует максимальная A -допустимая под-
группа, не содержащая Γ -корадикал, индекс которой в G  есть π -число. 

Пусть GG  не является минимальной нормальной в G  подгруппой. Рассмотрим участок 
главного ряда группы :G  

1 21 = = .nK K K GG⊂ ⊂ ⊂  
Если tK  не содержится в ( , ),G Aπ

GΦ  где 1 ,t n≤ ≤  то в группе G  будет существовать та-
кая максимальная A -допустимая подгруппа, не содержащая Γ -корадикал, индекс которой в 
G  есть π -число, что = .tG MK  А так как ,G GG ⊆ F  то по условию все такие максимальные 
A -допустимые подгруппы принадлежат .Γ  Значит, / .tG K ∈G  Отсюда = .tG KG  А это про-
тиворечит выбору подгруппы .tK  Следовательно, ( , )tK G Aπ

G⊆ Φ  и поэтому 
/ ( , )G G G Aπ

GGG  ∩Φ  – главный фактор группы .G  
Пусть ( , ) = ( , ).G A G Aπ

GG Φ Φ  Замечаем, что 
( / ( , )) ( ).G G G A Gππ πGGGG   ∩Φ ⊆  

Покажем теперь, что ( / ( , )) ( ).G G G A Gπ πGGGG   ∩Φ ⊆  Предположим, что существует та-
кое простое число ,p  делящее порядок ,GG  которое не делит | / ( , ) | .G G G Aπ

GGG  ∩Φ  Извест-
но, что ( , ) ( , ).G G A G AGG ∩Φ ⊆ Φ  Значит, ( , ) ( , ).G G A G Aπ

GG ∩Φ ⊆ Φ  В этом случае можно 
считать, что / ( , )G G G Aπ

GGG  ∩Φ  – p -замкнутая и p′ -замкнутая подгруппа. По лемме 1 полу-
чаем, что = .p pG G GGGG 

′×  Подгруппа pGG
′  будет инвариантной в группе .G  Ввиду выбора под-
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группа pGG  содержится в ( , ).G Aπ
GΦ  Но тогда pGG

′  не содержится в ( , ).G Aπ
GΦ  Следовательно, в 

группе G  найдется такая максимальная A -допустимая подгруппа, не содержащая Γ -корадикал, ин-
декс которой в G  есть π -число, что = .pG MGG

′  Но ,G GG ⊆ F  значит, = .G MGF  А по условию тео-

ремы .M ∈Γ  Значит, = ,pG GGG
′  т. е. p  не делит порядок ,GG  что противоречит предположению. 

Следовательно, не существует такого простого числа ,p  делящего | |,GG  которое не 
делило бы / ( , ).G G G Aπ

GGG  ∩Φ  Потому 
( ) ( / ( , )).G G G G Aππ πGGGG   ⊆ ∩Φ  

Учитывая, что ( , ) = ( , ).G A G Aπ
GG Φ Φ  Следовательно, 

( ) = ( / ( , )).G G G G Aπ πGGGG   ∩Φ  
В дальнейшем можно предположить, что ( , ) ( , ).G A G Aπ

GG Φ ⊂ Φ  Поэтому в группе G  
найдется такая максимальная A -допустимая подгруппа, не содержащая Γ -корадикал, что 

= ( , ).G H G Aπ
GΦ  

Если ,H ∈Γ  то ( , ).G G Aπ
GG ⊆ Φ  А это противоречит тому, что в группе G  существуют 

максимальные A -допустимые подгруппы, не содержащие Γ -корадикал. Значит, H  не при-
надлежит .Γ  

В группе G  подгруппа ( ) ,G Gπ
GΦ ≠  так как индекс максимальной A -допустимой под-

группы H  в ,G  не содержащей Γ -корадикал, есть не π -число. 
Так как ,G GG ⊆ F  то всякая максимальная A -допустимая подгруппа, не содержащая 

Γ -корадикал не содержит F -корадикал. Поэтому в группе G  все максимальные A -
допустимые подгруппы, не содержащие Γ -корадикал, индекс каждой из которых в G  есть 
π -число, принадлежат ,Γ  и среди всех максимальных A -допустимых подгрупп группы ,G  
не содержащих Γ -корадикал, индекс каждой из которых в G  есть не π -число, должны 
находиться все максимальные A -допустимые подгруппы, не содержащие Γ -корадикал, не 
принадлежащие ,Γ  т. е. ( , ) ( , ).G A G Aπ

GGΦ ⊆ Φ  Так как в группе существует максимальная A -
допустимая подгруппа, не содержащая Γ -корадикал, не принадлежащая ,Γ  то по теореме 1 

имеем, что ( , ) = ( , ).G A G A
GGΦ Φ  Итак, получим, что ( , ) ( , ).G A G Aπ

GG Φ ⊆ Φ  Следовательно, 
( , ) ( , ) ( , )G G A G G A G Aπ

GGGG   ∩Φ ⊆ ∩Φ ⊆ Φ  

и ( , ) = ( , ).G A G Aπ
GG Φ Φ  

Покажем теперь, что ( ) = ( / ( , )).G G G G Aππ πGGGG   ∩Φ  Предположим, что существует та-

кое простое число ,p  которое делит порядок ,GG  но не делит | / ( , ) | .G G G Aπ
GGG  ∩Φ  Так как 

( , ) ( , ),G G A G Aπ
GG ∩Φ ⊆ Φ  то по лемме 1 получаем, что = .p pG G GGGG 

′×  Ввиду выбора под-

группа pGG  содержится в ( , ).G Aπ
GΦ  Следовательно, ( , ),pG G Ap

GG
′ ⊆ Φ  ибо в противном случае 

( , ),G G Aπ
GG ⊆ Φ  что противоречит существованию в группе G  максимальной A -допустимой 

подгруппы, не содержащей Γ -корадикал, индекс которой в G  не есть π -число. Замечаем, 
что ( , ) = ( , ).pG G A G App

GGGG   ⊆ Φ Φ ⊂ Φ  Если бы ( , ),pG G Ap
GG
′ ⊆ Φ  то ( , ),G G Aπ

GG ⊆ Φ  а это проти-
воречит существованию в группе G  максимальной A -допустимой подгруппы, не содержа-
щей Γ -корадикал, индекс которой в G  есть π -число. Значит, pGG

′  не из ( , ).G Aπ
GΦ  В группе 

G  найдется такая максимальная A -допустимая подгруппа ,F  не содержащая Γ -корадикал, 
индекс которой в G  есть π -число, что = .pG FGG

′  А по условию теоремы все такие макси-

мальные A -допустимые подгруппы принадлежат .Γ  Значит, ,pG GGG
′⊆  т. е. p  не делит 
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| |,GG  что противоречит выбору .p  Следовательно, ( ) ( / ( , )).G G G G Aππ πGGGG   ⊆ ∩Φ  Очевид-

но, ( / ( , ) ( ).G G G A Gππ πGGGG   ∩Φ ⊆  Поэтому ( ) = ( / ( , )).G G G G Aππ πGGGG   ∩Φ  Так как 

( , )) = ( , )),G A G Aπ
GG Φ Φ  то ( ) = ( / ( , )).G G G G Aπ πGGGG   ∩Φ  

Покажем теперь, что ( , )) = ( )).G A Gπ π
GΦ ΦF  Так как всякая максимальная A -допустимая под-

группа, не содержащая Γ -корадикал, не содержит F -корадикал, то ( , ) ( , ).G A G Aπ π
GΦ ⊆ ΦF  Предпо-

ложим, что ( , ) ( , ).G A G Aπ π
GΦ ⊂ ΦF  Тогда в группе G  найдется такая максимальная A -допустимая 

подгруппа ,L  не содержащая F -корадикал, индекс которой в G  есть π -число, что = ( , ).G L G Aπ
GΦ  

Но по условию L  принадлежит .Γ  Значит, / ( , ) ,G G Aπ
GΦ ∈G  что противоречит существова-

нию в группе G  максимальных A -допустимых подгрупп, не содержащих Γ -корадикал, ин-
декс каждой из которых в G  есть π -число. Поэтому ( , ) = ( , ).G A G Aπ π

GΦ ΦF  Теорема доказана. 
Из данной теоремы в различных частных ситуациях следуют соответствующие резуль-

таты работ [10]–[13]. 
Теорема 3. Пусть группа G  имеет группу операторов ,A  такую, что (| |,| |) = 1,G A  

*F  – подпрямое замыкание формаций H  и ,F  являющееся локальной формацией. Если 
*

GF  – 
π -разрешимая подгруппа и всякая максимальная A -допустимая подгруппа, не содержащая 
H -корадикал, индекс которой в G  есть π -число, не содержит F -корадикал, то 

*
GF  – π ′ -подгруппа. 

Доказательство. Пусть G  – контрпример минимального порядка. Проверим выполни-
мость условия теоремы для фактор-группы / .G K  Пусть /M K  – максимальная A -допустимая 
подгруппа из / ,G K  не содержащая H -корадикал, индекс которой в G  есть π -число. Тогда 
| : |G M  – π -число и M  – максимальная A -допустимая подгруппа в ,G  не содержащая  
H -корадикал. По условию теоремы максимальная A -допустимая подгруппа M  не содержит 
F -корадикал. Получаем, что /M K  есть максимальная A -допустимая подгруппа в / ,G K  не 

содержащая F -корадикал. Кроме того, 
* * *

/ /G K K G G K∩F F F
  – π -разрешимая подгруппа. 

Пусть в группе G  существует инвариантная π ′ -подгруппа 1.K ≠  Тогда по предполо-
жению для фактор-группы /G K  теорема выполняется. Следовательно, 

*
/G K KF  –  

π ′ -подгруппа. Но тогда и 
*

GF  есть π ′ -подгруппа, что противоречит предположению. Зна-
чит, в дальнейшем предполагаем, что в группе G  не существует инвариантных π ′ -подгрупп, 
отличных от единицы. Если 

*
= 1,GF  то эту подгруппу можно считать π ′ -подгруппой. 

Пусть N  – минимальная инвариантная подгруппа из 
*
,GF  отличная от единицы. Так 

как 
*

GF  – π -разрешимая подгруппа, то N  есть p -подгруппа, где .p G∈  

Если N  не содержится в 
*
( , ),G AΦF  то в группе G  найдется такая максимальная  

A -допустимая подгруппа ,H  не содержащая *F -корадикал, что = .G HN  Так как 
*

,G G G⊆ ∩F F H  то H  одновременно не содержит H -корадикал и F -корадикал. Но | : |G H  – π -
число, и по условию теоремы максимальная A -допустимая подгруппа H  не должна содержать 
F -корадикал, а это значит, что = 1.GF  Но тогда 

*
= 1,G G⊆F F  что противоречит предположению. 

Значит, 
*
( , ).N G A⊆ ΦF  По предположению 

*
/G NF  есть π ′ -подгруппа. Кроме того, имеем, что 

** * *
/ ( , ) / ( , )GG N G A G G G A∩Φ ∩Φ

FF F F  

– π ′ -подгруппа. По лемме 1 
* * *

= .G G Gπ π ′×F F F  Если 
*
,N G≠ F  то 

*
1,Gπ ′ ≠

F  что противоречит 

предположению. Следовательно, 
*

= .G NF  Но тогда 
*

( , ),G G A⊆ ΦF  а *F  – локальная форма-

ция. Поэтому *G∈F  и 
*

= 1,GF  что противоречит предположению. Теорема доказана. 
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Теорема 4. Пусть группа G  имеет группу операторов ,A  такую, что (| |,| |) = 1,G A  
*F  – подпрямое замыкание формаций ,H  ,F  являющееся локальной формацией. Если 

*
GF  – 

π -подгруппа и всякая максимальная A -допустимая подгруппа группы ,G  не содержащая 

H -корадикал, индекс которой в G  есть π -число, содержит F -корадикал, то 
*
.G G∈ F  

Доказательство. Пусть G  – контрпример минимального порядка. Если 
*

( , ),G G A⊆ ΦF  

то *,G∈F  так как *F  – локальная формация. Значит, в дальнейшем предполагаем, что 
*

GF  
не содержится в ( , ).G AΦ  Тогда в группе G  найдется такая максимальная A -допустимая 

подгруппа ,M  что 
*

= .G MGF  Но так как *F  – подпрямое замыкание формаций H  и ,F  то 
*

.G G G⊆ ∩F H F  Следовательно, M  не содержит и H -корадикал, и F -корадикал. Но | : |G M  – 
π -число. По условию теоремы A -допустимая подгруппа M  должна содержать F -

корадикал. А это возможно лишь в том случае, когда = 1.GF  Но тогда 
*

= 1.GF  Полученные 
противоречия доказывают теорему. 

Если H  – формация p′ -групп, F  – формация сверхразрешимых групп, тогда *F  при-
надлежит формации P -сверхразрешимых групп. Если же H  – формация π ′ -групп, F  – фор-
мация нильпотентных подгрупп, то *F  не входит в формацию π -разложимых групп. Поэтому 
из теоремы 4, в случае единичности группы операторов, следуют результаты работы [14]. 
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