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1. Введение

В последнее время в связи с появлением новых экспериментальных данных значи-
тельно повысился интрес к электромагнитым поляризуемостям релятивистских связан-
ных систем. Появилось большое количество работ, посвященных изучению электромаг-
нитных поляризуемостей ядер и адронов (см. обзор [1]). Одной из актуальных задач
является изучение релятивистских вкладов в поляризуемости [2]-[4]. Ожидается, в част-
ности, что такие вклады позволят устранить расхождения между расчетами поляри-
зуемостей протона и нейтрона в нерелятивистской кварковой модели. Другим важным
вопросом является изучение соотношения между статической и обобщенной электри-
ческой поляризуемостями. Такого рода исследования затруднены тем, что релятивист-
ские уравнения движения для связанных систем (типа Солпитера, квазипотенциальные
и др.) даже с простейшими потенциалами не имеют аналитических решений.

В работе предлагается методика получения оценки статической электрической по-
ляризуемости с использованием теории возмущений и вариационного метода. На основе
предлагаемой методики исследуется статическая электрическая поляризуемость π0- ме-
зона как связанной системы двух скалярных кварков. Для описания связанной системы
мы используем пуанкаре-ковариантную модель на основе релятивистской гамильтоно-
вой динамики (РГД). РГД является релятивистским обобщением обычной квантовой
механики.

2. Описание связанной двухчастичной системы в РГД

Релятивистская гамильтонова динамика отличается от обычной нерелятивистской
квантовой механики тем, что основным требованием для операторов полного набора
состояний является то, чтобы генераторы, из которых строятся эти операторы, подчи-
нялись алгебре группы Пуанкаре.

Кратко рассмотрим, как описывается связанная релятивистская система в РГД. По-
строение связанной системы начинают с построения системы невзаимодействующих ча-
стиц, а затем вводят взаимодействие V̂ таким образом, чтобы выполнялось требование
пуанкаре-инвариантности.

Для невзаимодейтсвующей системы двух частиц массами m1,m2 и соответственно
4-импульсами:

p1 = (~p1, ωm1(~p1)) , p2 = (~p2, ωm2(~p2)) (1)

введем полный импульс системы

P12 = p1 + p2, (2)

и относительный импульс

~k = ~p1 +
~P12

M0

(
~P12 · ~p1

ωM0(~P12) +M0

+ ωm1(~p1)

)
, (3)

где
M0 ≡M0(k) = ωm1(

~k) + ωm2(
~k) (4)
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является эффективной массой свободной системы. В соотношениях (1)-(4) введено обо-
значение ωm (~p) =

√
~p2 +m2.

Следующим шагом в РГД является добавление взаимодействия V̂ в оператор массы
M0 (4)

M̂ ≡M0 + V̂ . (5)

Если оператор V̂ удовлетворяет условиям

M̂ = M̂ †, M > 0, [~P12, V̂ ]− = [i~▽~p12 , V̂ ]− = [ ~J, V̂ ]− = 0, (6)

где ~J оператор углового момента связанной системы, то новый набор операторов удо-
влетворяет перестановочным соотношениям группы Пуанкаре, как и в случае свободной
системы.

Задача на собственные значения для связанного состояния Ψ с полным импульсом
~P , массой MΨ, cпином J и проекцией спина µ может быть записана в виде [5]:

M̂ | Ψ~P ,J,µ >≡ (M0 + V̂ ) | Ψ~P ,J,µ >=MΨ | Ψ~P ,J,µ > . (7)

Волновая функция (ВФ) связанной системы в РГД удовлетворяет в общем случае
интегро-дифференциальному уравнению (см.[5]):

∑

l′,s′

∫
< ~k, l, s ‖ V̂ ‖ ~k′, l′, s′ > ΨJµ

l′ s′ (k
′) d~k′ = (Mψ −M0) Ψ

Jµ
l s (k) . (8)

Если связанная система находится в однородном электростатическом поле напря-
женностью ~E, то задача на собственные значения (7) модифицируется к виду:

(
M0 + V̂ −

(
~D ~E
))
| Φ~P ,J,µ >= (MΨ +∆ε) | Φ~P ,J,µ >, (9)

где −
(
~D ~E
)

-электрическое дипольное взаимодействие с внешним полем ~E, а ∆ε-

поправка к энергии основного состояния, описываемого волновой функцией Ψ~P ,J,µ.

3. Методика оценки электрической поляризуемости

В этой части изложим общую методику оценки статической электрической поляри-
зуемости связанной системы. Рассмотрим уравнение

(
Ĥ0 +∆Ĥ

)
|Φ〉 = E |Φ〉 , (10)

где Ĥ0 — оператор Гамильтона "невозмущенной"системы, а ∆Ĥ — некоторая малая
добавка (оператор возмущения). Предполагаем, также что в отсутствие возмущений
(10) имеет вид:

Ĥ0 |ΨN〉 = εN |ΨN〉 (N = 0, 1, 2, ...) . (11)

Согласно стационарной теории возмущений значение добавочной энергии к энергии
основного состояния ε0 ищем в виде ряда:

E = ε0 +∆ε(1) +∆ε(2) + · · · . (12)
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Соответственно волновая функция также представляется в виде ряда по параметру
малости, находящемся в ∆Ĥ

|Φ〉 = |Ψ0〉+ |∆Ψ〉 + · · · . (13)

В дальнейшем предположим, что ∆ε(1) = 0.
В случае, когда ε0 ≤ ε1≤... ≤ εN , следуя методике, предложенной в [6] для расчета

сил Ван-Дер-Ваальса между атомами водорода, получим нижнюю границу и верхнюю
границы энергии взаимодействия

B

ε0 − ε1
≤ ∆ε(2) ≤ B

ε0 − A/B
, (14)

где
A = 〈Ψ0|∆ĤĤ0∆Ĥ |Ψ0〉 , B = 〈Ψ0|∆Ĥ2 |Ψ0〉 . (15)

Для связанных систем, находящихся в однородном стационарном поле напряженно-
стью ~E имеем

∆ε(2) ≡ −α0
1

2
−→
E 2

. (16)

Тогда c учетом (14) определим, что статическая поляризуемость α0 этой системы лежит
пределах:

2B/~E2

A/B − ε0
≤ α0 ≤

2B/~E2

ε1 − ε0
. (17)

Сравнительный анализ для связанных систем, где известны аналитические выражения
поляризуемости α0, показывает, что интервал, полученный с помощью (17), соответ-
ствует относительной ошибке порядка 11–19%, что соотносится с современными экспе-
риментальными ошибками поляризуемостей адронов.

4. Cтатическая электрической поляризуемость π0-мезона

Применим предложенную методику для оценки электрической поляризуемости си-
стемы двух бесспиновых кварков (кварк-антикварк) с равными массами m и нулевым
угловым моментом (аналог псевдоскалярного π0-мезона) с Корнельским межкварковым
потенциалом:

V̂c = c + σ |−→r | − 4αs
3 |−→r | . (18)

Уравнение (9) для связанного состояния в этом случае запишется в виде:

(
2
√
k2 +m2 + V̂c − êq

(
~r ~E
))
|Φ〉 = E |Φ〉 , (19)

где êq-оператор электрического заряда кварка q.
Для приближенного решения уравнения без электрического поля используем вари-

ационный принцип с пробными ВФ осцилляторного типа:

Ψ0(~k, β) =
1

π3/4β3/2
exp

(
−
~k2

2β2

)
, (20)

Ψ1(
−→
k , β) =

√
3/2

π3/4β3/2
exp

(
−
~k2

2β2

)(
1− 2~k2

3β2

)
. (21)

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Статическая электрическая поляризуемость π0-мезона... 15

Параметр β определяется из условия минимизации ε0 (β). С помощью (17) получим,
что границы поляризуемости для π0 c учетом изотопических свойств определяются
соотношениями

αup0 =

√
π

12β3 (2σ/β2 − 8αs/3− 6W 2 exp (W 2/2)K1 (W 2/2) + 6
√
πU (−1/2,−2,W 2))

, (22)

αdown0 =

√
π

12β3 (3σ/β2 − 4αs/3 +W 2 exp (W 2/2) b(W )− 18
√
πU (−1/2,−2,W 2))

,(23)

b(W ) =
[
(2W 4 + 3)K1

(
W 2/2

)
− 2

(
W 4 − 3W 2

)
K2

(
W 2/2

)]
.

Для численных оценок используем “стандартные” значения для параметров запира-
ния σ и кулоновской части αs:

σ = 0.18 ГэВ2, αs = 0.121, (24)

а также для массы u-кваркаm = 0.25 ГэВ, при котором хорошо описываются в мгновен-
ной форме РГД лептонные распады и среднеквадратичные радиусы псевдоскалярных
мезонов (см.[7]). Из требования

min ε0 (β) =Mπ0 = 0.13456 ГэВ (25)

получим, что
β = 0.3434 ГэВ, c = −1.3343 ГэВ2. (26)

C учетом полученных значений параметров, входящих в определение статической элек-
трической поляризуемости, мы имеем следующую численную оценку:

2.00 ∗ 10−43Фм3 ≤ απ
0

0 ≤ 3.03 ∗ 10−43Фм3. (27)

Данное значение является вполне разумным (см.,например, [2]). Отметим, что как
и в нерелятивистском случае предложенный метод оценки значения статической элек-
трической поляризуемости дает положительные значения для π0-мезона.
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