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Асимптотические свойства тригонометрических аппроксимаций Паде 
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Для тригонометрической аппроксимации Паде , ( ; )t
n m x hγπ  функции 

0

(sin cos ) / ( )k
k

h kx kxγ γ
∞

=

= +∑ , 

где ( ) ( 1) ( 1)k kγ γ γ γ= + … + −  найдена асимптотика убывания разности ,( ) ( ; )t
n mh x x hγ γπ−  в слу-

чае, когда 0 ( )m m n≤ ≤ , ( ) ( )m n o n=  и n →∞ . 
Ключевые слова: аппроксимации Паде, асимптотические равенства, наилучшие равномерные 
приближения, тригонометрические аппроксимации. 
 

For trigonometric Padé approximation , ( ; )t
n m x hγπ  of the function 

0

(sin cos ) / ( )k
k

h kx kxγ γ
∞

=

= +∑ , where 

( ) ( 1) ( 1)k kγ γ γ γ= + … + −  the asymptotic behavior of the decrease in the difference 

,( ) ( ; )t
n mh x x hγ γπ−  was found in case, when 0 ( )m m n≤ ≤ , ( ) ( )m n o n=  and n →∞ . 

Keywords: Padé approximations, asymptotic equalities, best uniform approximation, trigonometric Padé 
approximations. 
 
Введение. Пусть 2f C π∈ , т. е. является вещественной непрерывной 2π -периодической 

функцией, представимой на прямой своим рядом Фурье 
0

1
( ) ( cos sin ),

2 k k
k

af x a kx b kx
∞

=

= + +∑             (1) 

где коэффициенты Фурье ka  и kb  – действительные числа. 
Через ,

t
n m  обозначим класс всех рациональных тригонометрических функций 

( )( ) ,
( )

t
t n

t
m

p xr x
q x

=  

где ( )t
np x , ( )t

mq x  – тригонометрические многочлены с действительными коэффициентами и 
deg t

np n≤ , deg t
mq m≤ . Определим наилучшие равномерные рациональные тригонометриче-

ские приближения f  в классе ,
t
n m , полагая 

{ }, ,: inf || ||: ,t t t t
n m n mR f r r= − ∈  

а || || max | ( ) |
x

g g x
∈

=


. 

Тригонометрической аппроксимацией Паде функции f , заданной рядом (1), назовем 
такую непрерывную на   рациональную дробь , ( )t

n m xπ  из класса ,
t
n m , которая представима 

своим рядом Фурье и имеет максимально возможный (по числу свободных параметров) по-
рядок касания к ряду (1), т. е. 

,
1

( ) ( ) ( cos sin ),t
n m k k

k n m
f x x a kx b kxπ

∞

= + +

− = +∑ 

  

где ka , kb  – действительные числа. Заметим, что в случае произвольного ряда Фурье (1) три-
гонометрические аппроксимации Паде могут не существовать (см. [1]). 

Пусть параметр \γ −∈  , {0, 1, 2, }− = − − … . Рассмотрим семейство функций 
{ }t hγ== , представимых в виде 
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0

sin cos( ) .
( )k k

kx kxh xγ γ

∞

=

+
=∑  

В данной работе исследуется поведение тригонометрических аппроксимаций Паде 
функции hγ . В частности, найдена асимптотика убывания разности , ( ; )t

n mh x hγ γπ− , а также 

описаны асимптотики поведения величин , ( )t
n mR hγ  при n m+ →∞ . При более ограничитель-

ных условиях аналогичные результаты ранее были получены в работе [2]. Предложенный 
нами метод доказательства существенно отличается от метода работы [2]. Заметим также, 
что близкие по содержанию результаты были получены в работах [3]–[5] для функций 

0

cos
( )k k

kxGγ γ

∞

=

=∑     и    
1

sin
( )k k

kxHγ γ

∞

=

=∑ . 

Основные результаты.  
Теорема 1. Пусть thγ ∈ . Тогда для любых целых неотрицательных n  и m  тригоно-

метрические аппроксимации Паде , ( ; )t
n m z hγπ  существуют и равномерно по всем x∈  и m , 

1n m≥ − , при n →∞  

{ }2 /( ) 1
,

1

( 1) !( )( ; ) Re (1 ) (1 (1)) .
( ) ( )

m
t mz n m n mn
n m

n m n m

mh z h i e z oγ γ
γ

π
γ γ

+ + +

+ + +

−
− = − +  

Доказательство. Рассмотрим алгебраические аппроксимации Паде , ( ; )n m z Fγπ  функций 
Миттаг-Леффлера 

0
( ) .

( )

k

k k

zF zγ γ

∞

=

=∑  

В работе [6] доказано, что при \γ −∈   для целых неотрицательных n  и m  аппрок-
симации Паде , ( ; )n m z Fγπ  существуют и являются рациональными дробями вида 

0
, ,

0

( )( ) ( ; ) ,
( )

n
k

k
n k

n m n m m
km

k
k

p z
P zz z F
Q z q z

γpp  =

=

= = =
∑

∑
 

где ,k kp q ∈  и равномерно по всем | | 1z ≤  и m , 1n m≥ −  и при n →∞  

2 /( ) 1
,

1

( 1) !( )( ) ( ; ) (1 (1)).
( ) ( )

m
mz n m n mn

n m
n m n m

mF z z F e z oγ γ
γ

π
γ γ

+ + +

+ + +

−
− = +         (2) 

Доказательство теоремы 1 опирается на следующую лемму (см. [7, с. 345]). 
Лемма. Пусть 

0
( ) ( cos sin ).k k

k
f x a kx b kx

∞

=

= +∑  

Положим k k kc a ib= −  ( i  – мнимая единица), и рассмотрим функцию 

0
( ) .k

k
k

F z c z
∞

=

=∑  

Тогда при ixz e=  функция { }( ) Re ( )f x F z= , а 

{ },Re ( ; )n m z Fπ =  

{ }

{ }
0 0

0 0

Re( )cos( ) Im( )sin( )
,

Re( )cos( ) Im( )sin( )

n m

j k j k
j k
m m

j k j k
j k

p q j k x p q j k x

q q j k x q q j k x

= =

= =

− − −
=

− − −

∑∑

∑∑
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где числитель и знаменатель , ( ; )n m z Fπ  имеют вид 

0
( ; )

n
j

n j
j

P z F p z
=

=∑ , 
0

( ; )
m

j
m j

j
Q z F q z

=

=∑ . 

Возьмем в лемме 1 в качестве ( )f x  функцию ( )h xγ . Тогда при ixz e=  

{ }( ) Re (1 ) ( ) ,h x i F zγ γ= −  
а (3) примет вид 

{ } 0 0
,

0 0

[cos( ) sin( ) ]
Re ( ;(1 ) ) .

cos( )

n m

j k
j k

n m m m

j k
j k

p q j k x j k x
z i F

q q j k x
γp = =

= =

− + −
− =

−

∑∑

∑∑
         (4) 

Умножая правую и левую части (2) на (1 )i− , а затем, выделяя из них действительные части, 
при ixz e=  получим 

{ } { }2 /( ) 1
,

1

( 1) !( )( ) Re ( ;(1 ) ) Re (1 ) (1 (1)) .
( ) ( )

m
mz n m n mn

n m
n m n m

mh x z i F i e z oγ γ
γ

π
γ γ

+ + +

+ + +

−
− − = − +  

Из представления (4) и последнего равенства следует, что 
{ }, ,( ; ) Re ( ;(1 ) ) .t

n m n mx h z i Fγ γπ π= −  
Теорема 1 доказана. 

Напомним, что бесконечно малые (б.м.) величины { } 0n n
α ∞

=
, { } 0n n

β ∞

=
 называются эквива-

лентными ( ~n nα β ), если / 1n nα β →  при n →∞ . Если существуют положительные постоян-
ные A  и B , для которых n n nA Bα β α≤ ≤ , при 0,1,2,n = …, то говорят, что б.м. nα  и nβ  име-
ют одинаковый порядок при n →∞  ( n nα β ). 

Теорема 2. Пусть thγ ∈ . Тогда если ( ) ( )m n o n= , то равномерно по всем m , 
0 ( )m m n≤ ≤ , при n →∞  

, ,
1

2 !| ( ) |( ) ~|| ( ; ) ||~ .
| ( ) ( ) |

t t n
n m n m

n m n m

mR h h hγ γ γ
γ

π
γ γ+ + +

− ⋅  

Равномерно по всем m , 1n m≥ −  и n →∞  

, ,
1

2 !| ( ) |( ) || ( ; ) || .
| ( ) ( ) |

t t n
n m n m

n m n m

mR h h hγ γ γ
γ

π
γ γ+ + +

− ⋅   

Доказательство. Предположим, что ( ) ( )m n o n=  и 0 ( )m m n≤ ≤ . Тогда из теоремы 1 
следует, что 

{ }( 1)
,

1

( 1) !( )( ; ) Re (1 ) (1 (1)) .
( ) ( )

m
t i n m xn
n m

n m n m

mh x h i e oγ γ
γ

π
γ γ

+ +

+ + +

−
− = − +         (5) 

Пусть 
( 1)

1

( 1) !( )( ) (1 ) .
( ) ( )

m
i n m xn

n m n m

mx i eγ
ϕ

γ γ
+ +

+ + +

−
= −  

В дальнейших рассуждениях будем учитывать, что ( 1)(1 ) cos( 1)i n m xi e n m x+ +− + + +=  
sin( 1) [cos( 1) sin( 1) ]n m x i n m x n m x+ + + − + + − + + . Опираясь на (5) легко показать, что при 

достаточно больших n  знак разности ,( ) ( ; )t
n mh x x hγ γπ−  совпадает со знаком Re ( )xϕ . Когда 

x  пробегает весь промежуток [0,2 )π , точка ( 1)n m x+ +  пробегает весь полуинтервал 
[0,2 ( 1))n mπ + + . Поэтому существуют 2( 1)n m+ +  таких действительных чисел jx , 

1,2( 1)j n m= + + , что 
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1 2 2( 1)0 2 ,n mx x x π+ +≤ < <…< <  
1

1

( 1) 2 !( )( ) .
( ) ( )

m j
n

j
n m n m

mx γ
j

γ γ

+ −

+ + +

−
=  

Следовательно, в точках jx  разность ,( ) ( ; )t
j n mh x x hγ γπ−  принимает значения с чередующи-

мися знаками. В таком случае, согласно рациональному аналогу известной теоремы Валле 
Пуссена (см., например, [8]), 

, ,1 2( 1)
1

2 !| ( ) |( ) min | ( ) ( ; ) | (1 | (1) |).
| ( ) ( ) |

t t n
n m j n m jj n m

n m n m

mR h h x x h oγ γ γ
γ

π
γ γ≤ ≤ + +

+ + +

≥ − ≥ −  

С другой стороны 

, ,
1

2 !| ( ) |( ) max | ( ) ( ; ) | (1 | (1) |).
| ( ) ( ) |

t t n
n m n mx

n m n m

mR h h x x h oγ γ γ
γ

π
γ γ∈

+ + +

≤ − ≤ +


 

Таким образом, первая часть теоремы 2 доказана. Вторая её часть доказывается аналогично. 
Заключение. Теоремы 1 и 2 при более ограничительных условиях 2/3( ) ( )m n o n=  ранее 

были доказаны в работе [2]. Метод работы [2] опирается на детерминантные представления 
числителя и знаменателя дроби Паде , ( )t

n m xπ , которые были получены в [1], в то время как 
приведенные доказательства теорем 1 и 2 основаны на связи алгебраических и тригономет-
рических аппроксимаций Паде. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства образования Рес-
публики Беларусь. 
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