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Пусть F  – некоторая τ -замкнутая ω -насыщенная формация,  – формация всех разрешимых групп. Тогда через S

ω
τ/ ∩F F S  обозначают решетку всех τ -замкнутых ω -насыщенных формаций H  таких, что ∩ ⊆ ⊆F S H F . Длину 

решетки ω
τ/ ∩F F S  называют разрешимым lωτ -дефектом τ -замкнутой ω -насыщенной формации F . Получено опи-

сание приводимых τ -замкнутых ω -насыщенных формаций с разрешимым lωτ -дефектом 2. 
 
Ключевые слова: формация конечных групп, ω -насыщенная формация, дефект формации, решетка формаций, τ -
замкнутая формация. 
 
Let F  be some τ -closed ω -saturated formation, S  be the formation of all soluble groups. Then ω

τ/ ∩F F S  denotes the lat-

tice of all τ -closed ω -saturated formations H  such that ∩ ⊆ ⊆F S H F . A length of the lattice ω
τ/ ∩F F S  is called a solu-

ble lωτ -defect of the τ -closed ω -saturated formation F . The description of reducible τ -closed ω -saturated formations of fi-

nite groups with a soluble lωτ -defect 2 is obtained. 
 
Keywords: formation of finite groups, ω -saturated formation, defect of a formation, lattice of formations, τ -closed formation. 

 
 

Введение  
Все рассматриваемые группы предполага-

ются конечными. Используются определения и 
обозначения, принятые в [1]–[3].  

Изучение структурного строения насыщен-
ной формации на основе свойств достаточно хо-
рошо изученной ее подформации впервые было 
проведено А.Н. Скибой и Е.А. Таргонским [4]. 
Данный подход базировался на введенном ими 
понятии -дефекта насыщенной формации. В 
работе [4] изучены основные свойства насыщен-
ных формаций с конечным -дефектом, а также 
получена классификация насыщенных формаций 
нильпотентного дефекта 

H

H

2≤ .  
В теории ω -насыщенных формаций такой 

подход использовали Дж. Джехад [5] и 
Н.Г. Жевнова [6] при изучении -насыщенных и p
ω -насыщенных формаций с нильпотентным lω -
дефектом 1, а авторы при классификации нераз-
решимых ω -насыщенных формаций с lω -дефек-
том  [7], -кратно 2≤ n ω -насыщенных форма-
ций с максимальной разрешимой подформацией 
[8] и τ -замкнутых ω -насыщенных формаций с 

разрешимым lωτ -дефектом 1 [9]. В работах 
В.Г. Сафонова и А.И. Рябченко [10]–[12] изучено 
решеточное строение не π -нильпотентных (не 
π -специальных, не π -разложимых) ω -насы-
щенных формаций с π -нильпотентным (π -спе-
циальным, π -разложимым) lω -дефектом 1. В 
дальнейшем, А.И. Рябченко [13]–[15] получено 
описание ω -насыщенных формаций с ωH -де-
фектом 2≤ , где  – произвольная формация 
классического типа.  

H

В данной статье, развивая наблюдения ра-
боты [9], нами получено описание приводимых 
τ -замкнутых ω -насыщенных формаций с раз-
решимым lωτ -дефектом 2.  

 
1 Определения и обозначения  
Пусть ω  – непустое множество простых 

чисел. Символом dGω  обозначается наибольшая 
нормальная в  подгруппа, у которой каждый 
композиционный фактор является 

G
dω -группой 

(если таких подгрупп в  нет, то полагают G
1dGω = ). Всякую функцию вида 
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{ }f ω ω′: ∪ → {формации} называют ω -локаль-
ным спутником. Через  обозначают класс 
всех таких групп , что 

( )LF fω

G ( )dG G fω ω′/ ∈  и 
 для любого ( ) ( )pG F G f p/ ∈ ( )p Gω π∈ ∩ . Если 

формация F  такова, что , то говорят, 
что 

( )LF fω=F
F  является ω -локальной формацией, а f  – 

ω -локальным спутником формации F . Форма-
ция F  называется ω -насыщенной, если ей при-
надлежит всякая группа  с G G L/ ∈ F , где 

. Как было показано в [3], [16] 
формация 

( ) ( )L O G Gω⊆ ∩Φ
F  является ω -насыщенной тогда и 

только тогда, когда она ω -локальна.  
Пусть всякой группе  сопоставлена такая 

система ее подгрупп 
G

( )Gτ , что ( )G Gτ∈ . Тогда 
τ  называют подгрупповым функтором [2], если 
для любого эпиморфизма ϕ : A B→  и для лю-
бых групп ( )H Aτ∈ , ( )T Bτ∈  имеет место: 

 и . Класс групп ( )H Bϕ τ∈
1

( )Tϕ τ
−

∈ A F  называ-
ется τ -замкнутым, если ( )Gτ ⊆ F  для любой 
группы G ∈ F .  

Пусть  – некоторый класс групп. Тогда 
через  обозначают 

X
formlωτ X τ -замкнутую ω -

насыщенную формацию, порожденную классом 
групп , т. е. пересечение всех X τ -замкнутых 
ω -насыщенных формаций, содержащих . При 
этом, если , то формацию  на-
зывают однопорожденной 

X
{ }G=X forml Gω

τ

τ -замкнутой ω -
насыщенной формацией. Заметим, что множест-
во lωτ  всех τ -замкнутых ω -насыщенных фор-
маций относительно включения  образует 
полную модулярную решетку [17]. Понятно, что 
в этой решетке  и 

⊆

( ) form( )i ii I lω ω
τ τ ∈∨ | ∈ = ∪F I iF

i I i∈∩ F  являются, соответственно, точной верх-
ней и точной нижней гранями для подмножества 
{ i i I}| ∈F  из lωτ .  

Пусть F  – некоторая τ -замкнутая ω -насы-
щенная формация,  – произвольный класс 
групп. Формацию 

H
F  называют минимальной τ -

замкнутой ω -насыщенной не -формацией 
(

H
ω
τH -критической формацией), если ⊆/F H , но 

все ее собственные τ -замкнутые ω -
насыщенные подформации из F  содержатся в 
классе групп .  H

Если  – H τ -замкнутая ω -насыщенная 
формация, то ω

τH -дефектом τ -замкнутой ω -
насыщенной формации F  называют длину ре-
шётки  ω

τ/ ∩F F H τ -замкнутых ω -насыщенных 
формаций, заключенных между ∩F H  и F , и 

обозначают через ω
τ| : ∩ |F F H . Если , то =H S

ω
τS -дефект τ -замкнутой ω -насыщенной фор-

мации называют её разрешимым lωτ -дефектом.  
τ -Замкнутую ω -насыщенную формацию 

F  называют lωτ -неприводимой, если 

form( ) ( )i I i il i Iω ω
τ τ∈≠ ∪ = ∨ | ∈F X X { }i i I, где | ∈X  

– набор всех собственных τ -замкнутых ω -
насыщенных подформаций из F . В противном 
случае, формацию F  называют lωτ -приводимой.  
 

2 Вспомогательные результаты  
Лемма 1 [9]. Пусть F  – τ -замкнутая ω -

насыщенная формация. Тогда и только тогда 
разрешимый lωτ -дефект формации F  равен , 

когда , где  – разрешимая 

1
ω
τ= ∨F M H M τ -зам-

кнутая ω -насыщенная формация,  – мини-
мальная 

H
τ -замкнутая ω -насыщенная неразре-

шимая формация, при этом:  
1) всякая разрешимая τ -замкнутая ω -

насыщенная подформация из F  входит в 
;  ( )ω

τ∨ ∩M H S
2) всякая неразрешимая τ -замкнутая ω -

насыщенная подформация 1F  из F  имеет вид 

.  1( )ω
τ∨ ∩H F S
Следующие две леммы являются частным 

случаем лемм 5.2.7 и 5.2.8 [2, с.193–194] соответ-
ственно.  

Лемма 2. Пусть , M F  и  – H τ -замкну-
тые ω -насыщенные формации, причем ⊆M F . 
Тогда если  и  – m n ω

τH -дефекты формаций  
и 

M
F  соответственно, то .  m n≤

Лемма 3. Пусть F , ,  и  – M X H τ -
замкнутые ω -насыщенные формации, причем 

. Тогда если ,  и  – ω
τ= ∨F M X m r t ω

τH -
дефекты формаций ,  и M X F  соответствен-
но, то t m r≤ + .  
 

3 Основной результат  
Теорема. Пусть F  – приводимая τ -замкну-

тая ω -насыщенная формация. Тогда и только 
тогда разрешимый lωτ -дефект формации F  ра-
вен 2, когда F  удовлетворяет одному из сле-
дующих условий:  

1) , где 1 2
ω ω
τ τ= ∨ ∨F H H M ⊆M S , а  и 

 – различные минимальные 
1H

2H τ -замкнутые ω -
насыщенные неразрешимые формации;  

2) , где ω
τ= ∨F H M ⊆M S ,  – неприво-

димая 
H

τ -замкнутая ω -насыщенная формация 
разрешимого lωτ -дефекта 2, ⊆/M H .  
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Доказательство. Необходимость. Пусть  
– такая максимальная 

X
τ -замкнутая ω -насыщен-

ная подформация F , что . По 

лемме 1 имеем , где  – минималь-
ная 

1ω
τ| : ∩ | =X X S

1
ω
τ= ∨X H M 1H

τ -замкнутая ω -насыщенная неразрешимая 
формация, ⊆M S . Тогда если в F  имеется еще 
одна минимальная τ -замкнутая ω -насыщенная 
неразрешимая подформация , отличная от , 
то в силу леммы 1 получим . Значит, 

, т. е. формация 

2H 1H

2 ⊆/H X

2 1 2
ω ω
τ τ= ∨ = ∨ ∨F X H H H M
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ω
τ F  

удовлетворяет условию 1) теоремы.  
Пусть теперь в F  нет отличных от  ми-

нимальных 
1H

τ -замкнутых ω -насыщенных нераз-
решимых формаций. Поскольку F  – приводимая 
τ -замкнутая ω -насыщенная формация, то в 
F \ X  найдется такая группа , что 

. Понятно, что . 

Ввиду леммы 2 имеет место . 

Поскольку  и , то 

. Допустим, что . 
Тогда, поскольку в силу нашего предположения 

 единственная минимальная 

G
forml Gω

τ=R ≠ F ω
τ= ∨F X R

2ω
τ| : ∩ | ≤R R S

ω
τ= ∨F X R 1ω

τ| : ∩ | =X X S

0ω
τ| : ∩ | ≠R R S 1ω

τ| : ∩ | =R R S

1H τ -замкнутая ω -
насыщенная формация, входящая в F , по лем-
ме 1 получаем , где 1

ω
τ= ∨R H M1 1 ⊆M S . Зна-

чит,  

  1 1

1 1

( ) (

( )

ω ω ω ω
τ τ τ τ

ω ω
τ τ

= ∨ = ∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ .

F X R H M H M

H M M
1)

В силу леммы 1, получим . Про-

тиворечие. Поэтому . Заметим, 
что  и 

1ω
τ| : ∩ | =F F S

2ω
τ| : ∩ | =R R S

1 ⊆H R ⊆/M R , так как в противном слу-

чае . Последнее противоречит 
максимальности формации .  

1
ω
τ= ∨ ⊆X H M R

X
Если  – неприводимая R τ -замкнутая ω -

насыщенная формация, то  

1( )ω ω ω
τ τ τ= ∨ = ∨ ∨ = ∨F X R H M R M Rω

τ  
и  формация  F   удовлетворяет  условию  2) тео-
ремы.  

Пусть  – приводимая R τ -замкнутая ω -
насыщенная формация. Как известно (см. заме-
чание 3 [3, с.127]), любая однопорожденная ω -
насыщенная формация содержит конечное число 
разрешимых ω -насыщенных подформаций.  

Поскольку  – однопорожденная R τ -зам-
кнутая ω -насыщенная формация и для любого 
подгруппового функтора τ  множество τ -под-
групп произвольной группы A  конечно, то фор-
мация  является однопорожденной R ω -
насыщенной формацией. Поэтому  содержит 
конечное число разрешимых 

R
ω -насыщенных 

подформаций, а значит и разрешимых τ -
замкнутая ω -насыщенных подформаций.  

Пусть  – число разрешимых k τ -замкнутых 
ω -насыщенных подформаций формации . 
Индукцией по  покажем, что формация

R
k F  

удовлетворяет условию 2).  
Обозначим через  такую максимальную L

τ -замкнутую ω -насыщенную подформацию 
формации , что . Если R 1ω

τ| : ∩ | =L L S

∩ ⊆/R S L , то  и ( )ω
τ∨ ∩ =L R S R

1ω
τ| : ∩ | =R R S , что невозможно. Значит, 

∩ ⊆R S L . В силу леммы 1 имеет место равен-
ство , где 1

ω
τ= ∨L H M2 2 ⊆ .M S  Поскольку  – 

приводимая 
R

τ -замкнутая ω -насыщенная фор-
мация, то в  найдется такая группа R \ L A , что 

1 forml Aω
τ= ≠R R . Тогда . Если 1

ω
τ= ∨R L R

1 1 2ω
τ| : ∩ | <R R S , то в силу леммы 3 имеем 

1ω
τ| : ∩ | =R R S . Противоречие. Значит, 

1 1 2ω
τ| : ∩ | =R R S . Так как в F  нет отличных от 

 минимальных 1H τ -замкнутых ω -насыщенных 
неразрешимых формаций, то с учетом леммы 3 
имеем . Поскольку  максимальная 1 ⊆H R1 L τ -
замкнутая ω -насыщенная подформация , то R

2 ⊆/ 1M R , так как в противном случае 

1 2 1
ω
τ= ∨ ⊆ ⊂L H M R R . Поэтому число разре-

шимых τ -замкнутых ω -насыщенных подфор-
маций формации  меньше . Значит, если  
– приводимая 

1R k 1R
τ -замкнутая ω -насыщенная фор-

мация, то по индукции мы можем считать, что 
, где  – неприводимая 1

ω
τ= ∨R H M3 H τ -замкну-

тая ω -насыщенная формация разрешимого lωτ -
дефекта 2. Тогда  

1

1 2 1

ω ω ω
τ τ τ

ω ω ω
τ τ τ

= ∨ = ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨ =

F R M L R M

H M R M
 

2 3( )ω ω ω ω
τ τ τ τ 4= ∨ ∨ ∨ = ∨H M M M H M ,  

где и  Следовательно, форма-
ция 

4 ⊆M S 4 ⊆/ .M H
F  удовлетворяет условию 2) теоремы.  
Если  – неприводимая 1R τ -замкнутая ω -

насыщенная формация, то  

1

1 2 1

ω ω ω
τ τ τ

ω ω ω
τ τ τ

= ∨ = ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨ =

F R M L R M

H M R M
 

1 2 1( )ω ω ω
τ τ τ= ∨ ∨ = ∨R M M R M5 ,  

где 5 ⊆M S и 5 ⊆/ .M H  Таким образом, и в этом 
случае формация F  также удовлетворяет усло-
вию 2). Теорема доказана.  

Доказанная теорема имеет многочисленные 
следствия для заданных подгрупповых функто-
ров τ  и множеств простых чисел ω . Приведем 
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некоторые из них. В случае когда { }pω =  из 
теоремы  получаем  

Следствие 1. Пусть F  – приводимая τ -
замкнутая -насыщенная формация. Тогда и 

только тогда разрешимый 

p
plτ -дефект формации 

F  равен 2, когда F  удовлетворяет одному из 
следующих условий:  

1) , где 1 2
p p
τ τ= ∨ ∨F H H M ⊆M S , а  и 

 – различные минимальные 
1H

2H τ -замкнутые -
насыщенные неразрешимые формации;  

p

2) , где p
τ= ∨F H M ⊆M S ,  – неприво-

димая 
H

τ -замкнутая -насыщенная формация  p

разрешимого plτ -дефекта 2, ⊆/M H .  
Если ω  — множество всех простых чисел 

из теоремы вытекает  
Следствие 2. Пусть F  – приводимая τ -

замкнутая насыщенная формация. Тогда и толь-
ко тогда разрешимый ll

τ -дефект формации F  
равен 2, когда F  удовлетворяет одному из сле-
дующих условий:  

1) , где 1 2l l
τ τ= ∨ ∨F H H M ⊆M S , а  и 

 – различные минимальные 
1H

2H τ -замкнутые на-
сыщенные неразрешимые формации;  

2) , где l
τ= ∨F H M ⊆M S ,  – неприво-

димая 
H

τ -замкнутая насыщенная формация раз-
решимого ll

τ - дефекта 2, ⊆/M H .  
Пусть теперь τ  – тривиальный подгруппо-

вой функтор. Тогда из теоремы вытекает  
Следствие 3 [7]. Пусть F  – приводимая 

ω -насыщенная формация. Тогда и только тогда 
разрешимый lω -дефект формации F  равен 2, 
когда F  удовлетворяет одному из следующих 
условий:  

1) , где 1 2
ω ω= ∨ ∨F H H M ⊆M S , а  и 

 – различные минимальные 
1H

2H ω -насыщенные 
неразрешимые формации;  

2) ω= ∨F H M , где ⊆M S ,  — неприво-
димая 

H
ω -насыщенная формация разрешимого 

lω -дефекта 2, ⊆/M H .  
В  случае,  когда  { }pω = ,  из  теоремы по-

лучаем  
Следствие 4 [7]. Пусть F  – приводимая -

насыщенная формация. Тогда и только тогда 
разрешимый 

p

pl -дефект формации F  равен 2, 
когда F  удовлетворяет одному из следующих 
условий:  

1) , где 1 2
p p= ∨ ∨F H H M ⊆M S , а  и 

 – различные минимальные -насыщенные 
неразрешимые формации;  

1H

2H p

2) p= ∨F H M , где ⊆M S ,  – неприво-
димая -насыщенная формация разрешимого 

H
p

pl -дефекта 2, ⊆/M H .  
Если ω  – множество всех простых чисел, 

из теоремы вытекает  
Следствие 5 [7]. Пусть F  – приводимая 

насыщенная формация. Тогда и только тогда 
разрешимый дефект формации F  равен 2, когда 
F  удовлетворяет одному из следующих условий:  

1) 1 2l l= ∨ ∨F H H M , где ⊆M S , а  и 
 – различные минимальные насыщенные не-

разрешимые формации;  

1H

2H

2) l= ∨F H M , где ⊆M S ,  – неприво-
димая насыщенная формация разрешимого де-
фекта 2, 

H

⊆/M H .  
 
Заключение  
Полученное в данной работе описание при-

водимых τ -замкнутых ω -насыщенных форма-
ций с разрешимым lωτ -дефектом 2 для любого 
подгруппового функтора τ , позволяет класси-
фицировать формации такого вида по их внут-
реннему структурному строению. Доказанная 
теорема существенно расширяет основные ре-
зультаты работ авторов [7, 9], где, соответствен-
но, получено описание ω -насыщенных форма-
ций с разрешимым lω -дефектом 2, для случая, 
когда τ  тривиальный подгрупповой функтор, и 
τ -замкнутых ω -насыщенных формаций с раз-
решимым lωτ -дефектом 1 для произвольного под-
группового функтора τ .  
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