
Покажем, что ст -  гомоморфизм, то есть 2o(F*X)=(SnF)u(EnX). 
Пусть К -  простая группа из F*X, тогда KFeX. В силу простоты К получаем, 
что либо Кр совпадает с К и тогда KeF, либо KF единична и тогда 
K=K/KFeX. В любом случае К принадлежит правой части и выполняется 
включение So(F*X)c(LnF)u(Z(nX).

Докажем обратное включение. Пусть K e(LnF)^(SoX ), то есть про­
стая группа, принадлежащая или F или X. Тогда либо К не принадлежит F, 
то есть Кр единична и К=К/КреХ, либо К|.=К, то есть К принадлежи!' F, и 
тогда единичная группа K/KFeX. Получили, что Ke£n(F*X), а это означает 
включение в другую сторону. Значит, мы доказали, что 
Sr^(F*X)=(ZrJ7Xj(SoX) и а  -  непрерывный гомоморфизм. Теорема доказа­
на.
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ПОДГРУППА ФИТТИНГА И С В ЕРХРАЗР ЕШИМОСТЬ 
КОНЕЧНОЙ РАЗРЕШИМОЙ ГРУППЫ 

М.А. Грибовская

Согласно хорошо известной теореме Хупперта конечная группа 
сверхразрешима тогда и только тогда, когда индексы её всех максимальных 
подгрупп являются простыми числами, см. [1], теорема V1.9.5. В классе 
разрешимых групп эта теорема допускает следующее обобщение.

ТЕОРЕМА. Пусть G -  конечная разрешимая группа. Тогда и только 
тогда группа G сверхразрешима, когда каждая ее максимальная подгруппа 
не содержащая подгруппу Фиттинга, имеет простой индекс.

Приведем необходимые обозначения и  используемые результаты. Че­
рез F(G) обозначается подгруппа Фиттинга группы G  -  произведение всех 
нормальных нильпотентных подгрупп группы <7, а через 0(G ) -  подгруппа 
Фратгини группы G  -  пересечение всех максимальных подгрупп группы G 
Запись G = [А/В  означает полупрямое произведение с нормальной подгруп­
пой Л.

ЛЕММА 1. ([1], стр. 276) Пусть G -  конечная разрешимая неединич­
ная группа. Тогда:

(1) 0 (G ) < F(G) и Ф(G) f  F(G);
(2) F(G/0(G)) = F(G)/0(G);
(3) Ca(F(G)) < F(G);
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(4) факторгруппа F(G)/<t>(G) есть прямое, произведение минимальных 
нормальных подгрупп группы G/0(G).

Конечная группа G называется сверхразрешимой ([1], стр. 617), если 
ими обладает нормальным рядом

1 ̂ Go — Gj < ..  . < G„=G

с циклическими факторами Gt+i/Gi, i= 0 ,l,. . . ,  n-1

ЛЕММА 2. (fl], сгр.718) Конечная группа сверхразрешима тогда и 
только тогда, когда все её максимальные подгруппы имеют простые ин­
дексы.

ЛЕММА 3. ([1], стр. 713) Если G -  конечная группа и факторгруппа 
G Ф(О) сверхразрешима, то группа G сверхразрешима.

ЛЕММА 4. ([1], стр. 20) Группа всех автоморфизмов группы просто­
го порядка р  является циклической группой р-1.

ЛЕММА 5. ([1], стр. 38) Если G — конечная группа и N  — её нормаль­
ней подгруппа. Тогда и только тогда факторгруппа G /N  абелева, когда 
оммутант группы G содержится в N.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы. По лемме 2 в сверхразрешимой ко­
нечной группе каждая максимальная подгруппа имеет простой индекс. Об­
ратно, пусть G  -  разрешимая конечная группа и каждая ее максимальная 
подгруппа, не содержащая подгруппу Фиттинга, имеет простой индекс. Так 
пик F(G/0(G)) = F(G )/0(G ) по лемме 1, то условия теоремы переносятся на 
факторгруппу G /0(G ). Если Ф(0)ф], то по индукции группа ОУФ(О) сверх- 
|нпрсшима, поэтому группа G  сверхразрешима по лемме 3.

Итак, Ф(О) = /  и F(G) = □, х ••• x N , -  прямое произведение мини- 
ми льиых нормальных подгрупп^ группы G, i—1, . . . ,  t по лемме 1. Ясно, что 
дня каждого i существует максимальная подгруппа М,- группы G, не содер­
жащая N t. Поэтому G  = IN JM t, а по условию теоремы |<7:М,| = |/V,-| = p t -  про- 
г н>е число. Теперь факторгруппа G/CcfNj) абелева по лемме 4. По лемме 5 
коммутант

G' с  П '„  Cc(N) с  Ca(F(G)),

а по лемме 1 имеем Cc(F(G)) = F(G). Поэтому факторгруппа G/F(G) 
«бслева и индекс каждой максимальной подгруппы, содержащей F(G), есть 
простое число. Таким образом, индексы всех максимальных подгрупп груп­
пы G  -  простые числа. По лемме 2 группа G  сверхразрешима. Теорема до­
казана.

СЛЕДСТВИЕ. Пусть G -  конечная разрешимая группа. Если индексы 
максимальных подгрупп группы G, не содержащих подгруппу Фиттинга, яв­
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ляются простыми числами, то индексы всех максимальных подгрупп явля­
ются простыми числами.

Литература:
1. Huppert В., Endliche Gruppen L -  Berlin, Heidelberg, New York, 1967- 

792 s.

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ 
КОНЕЧНЫХ 3Z-ФАКТОРИЗУ ЕМЫХ ГРУПП

В.Н Княгина

Рассма'гриваются только конечные группы. Как обычно, примарная 
группа -  эта группа, порядок которой равен степени некоторого простого 
числа. Группа G  называется iz -фактор изуем о й, если существуют такие 
подгруппы А, В я  С, что G = АВ = АС  = ВС  и  все силовские подгруппы в
А, В  и в С циклические. Ясно, что если G = АВ ~ АС  = ВС  -  примарная 3z- 
факторизуемая группа, то подгруппы А, В  и С циклические. Через Ас, обо­
значается ядро подгруппы А  в группе G, т.е. наибольшая нормальная под­
группа группы G, содержащаяся в А. Доказывается следующая

ТЕОРЕМА. Если G = АВ = АС = ВС  -  Зг-факторизуемая при­
марная группа с циклическими подгруппами А, В, С и |А\ > |В| > |С|, то 
справедливы следующие утверждения:

(1) \Ав \ > 1 + \ А \ \ А п  В  \ /  \ В \  > 2 ;

(2) либо G  = А, либо \А \ = \В\~,

(3) А п  С  = В о  С с  А п  В.

Доказательство. (1) Пусть А=<а>, В -< Ь > .  Предположим, чго D  = 

А п  В Ф 1 . Тогда D < В  и D G = D BA = D A с  < Д  А > с  А. Здесь D °  = < 

D s \ \ g  е  G > -  подгруппа, порожденная всеми сопряженными с D  под­

группами. Поэтому 1 Ф ОС’ с  А  и А а Ф 1.
Пусть теперь D = А  п  В  = I. Пусть \А\ = а , \B \= fj. Тогда В = <Ь> =

{1, Ъ, Ь2,..., ЬР~1}. Если A b ‘ = A b J , 0 <i, j  < - 1 ,  то b i b~i  = b (~j  e A n  
В = 1 и i - j  делится на f } , что невозможно при нашем выборе / и j. Поэтому

в О  = {А, АЬ, АЬ2 АЬ^  1} нет совпадающих смежных классов. На мно­
жестве Г1 рассмотрим перестановку

( А АЬ АЪ1 ... А У Л  
Aba АЬга ... АЬ^'а)

84

Творчество молодых ‘2002__________________________________________________________________________

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ




