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излучения ППЛМ и ЛГН с использованием кристалла KDP. Объек-
тивно определено, что БСП2, сформированный из излучения ЛГН, по 
всем параметрам качественнее БСП2 из излучения ППЛМ. 

Работа выполнена в рамках задания 1.1 «Разработка методов и 
устройств диагностики материалов, процессов и изделий в оптиче-
ском и терагерцовом диапазонах спектра и их применение для опти-
ческой связи, микроскопии и определения характеристик различных 
объектов», № гос. рег. 20210300 от 23.03.2021 ГПНИ «Фотоника и 
электроника для инноваций» (2021–2025 г.г.) 
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ОСОБЫЕ НЕОДНОРОДНЫЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ  
ВОЛНЫ В ПОГЛОЩАЮЩИХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ  

МЕТАМАТЕРИАЛАХ 
 
Введение 
В течение последнего десятилетия появилось значительное число 

публикаций, посвященных исследованию новых искусственно синте-
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зированных сред – метаматериалов, образованных путем 
упорядоченного внедрения в однородную матрицу наночастиц другой 
фазы [1–4]. Перспективы их использования для управления световы-
ми пучками, получения изображений с субволновым разрешением, в 
литографии [5–7] обусловливают необходимость изучения электро-
магнитных свойств этих материалов. Для их описания могут быть ис-
пользованы эффективные (усредненные) параметры – диэлектриче-
ская ε и магнитная μ проницаемости, существенно зависящие от гео-
метрических размеров нановключений и их взаимного расположения 
[8]. Одним из видов метаматериалов являются гиперболические ме-
таматериалы (ГММ), для которых диагональный тензор диэлектриче-
ской проницаемости ε имеет главные значения, различающиеся зна-
ком, и предполагается µ≈1 [9–11]. Следует отметить, что ГММ 
наиболее технологичны и просты в описании. 

Ряд важных практических применений метаматериалов (в частно-
сти, в сенсорике, ближнепольной микроскопии, в системах получения 
изображений) обусловлен особенностями формируемых на их по-
верхности электромагнитных волн. Наиболее изученными среди них 
являются поверхностные плазмон-поляритоны (ППП) –  
TM-поляризованные волны, формируемые на границе сред с различ-
ными по знаку диэлектрическими проницаемостями (гиперболическо-
го метаматериала и диэлектрика) [12–15]. Свойства ППП, генерируе-
мых на границе ГММ с оптической осью, ортогональной границе, 
изучались, например, в работах [16–19]. При этом авторы, как прави-
ло, пренебрегали поглощением, которое может быть достаточно 
большим.  

В работах [20, 21] показана возможность возбуждения на границе 
ГММ неоднородных волн, векторная амплитуда которых, наряду с 
экспоненциальной зависимостью от координат, содержит также ли-
нейную зависимость. Исследованию влияния поглощения гиперболи-
ческого метаматериала на их свойства и посвящена настоящая статья. 

 
1. Особые неоднородные волны в поглощающем  

гиперболическом метаматериале  
Пусть изотропная среда с диэлектрической проницаемостью 1ε  

граничит с поглощающим гиперболическим метаматериалом (ГММ), 
характеризуемым тензором диэлектрической проницаемости  
ε= ε′o+δ′c⋅c,, где c – единичный вещественный вектор вдоль оптиче-
ской оси δ′=ε′e - ε′o , ε′e,o – являющиеся комплексными величинами 
собственные значения тензора проницаемости, соответствующие не-
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обыкновенной и обыкновенной волнам; точка между векторами обо-
значает их диадное произведение. 

Условие отсутствия в ГММ двупреломления для неоднородных 
волн как в непоглощающих, так и поглощающих гиперболических 
метаматериалах имеет вид [22] 
 

0][ 2 =mc ,                                            (1) 
 
где, m – вообще говоря, нелинейный вектор рефракции, равный тако-
вому для обыкновенной (далее будем обозначать буквой о) и необык-
новенной (далее будем обозначать буквой е) волны. При этом вслед-
ствие нелинейности m получаем, что 0*][ ≠mm . Используя (1), мож-
но найти выражение для оптической оси в поглощающих ГММ. Для 
этого представим вектор c в виде 
 

].[321
∗∗ γ+γ+γ= oooo mmmmc                     (2) 

 
Здесь mо – нелинейный вектор рефракции обыкновенной волны, при-
чем oooo iτ+ε=ε′=2m , где oε  – соответствующее обыкновенной 
волне собственное значение тензора диэлектрической проницаемости 
без учета поглощения, ωπσ=τ /4 oo  – описывающий поглощение па-
раметр, связанный с проводимостью среды σо. Так как с – веществен-
ный вектор, то из (2) следует 12 γ=γ∗ , γ=γ−=γ ∗ i33  ( γ  – веществен-
ный параметр). Тогда для вектора с получим 
 

].[**11
∗∗ γ+γ+γ= oooo i mmmmc                 (2a) 

 
Подставляя (2а) в условие [m0c]2=0, приходим к соотношению  
 

0])[( 2222
1 =γ−γ ∗∗

ooo mmm .                      (3) 
 

Отсюда следует, что 0)*( 2
01 =γ±γ m . В результате выражение для 

вектора с принимает вид 
 

]).[*( 22 ∗∗ ±⋅+⋅γ±= oooooo ic mmmmmm                  (4) 
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При этом параметр γ, который находится из условия, что с – единич-
ный вектор, оказывается равным величине 
 

|).||/(|1 22
oo mm +±=γ                           (4a) 

 
Таким образом, окончательное выражение для вектора с имеет вид 

 

.
||||

][
2
0

2
0

22

mm
mmmmmm

cc
+

±⋅+⋅
==

∗∗∗

±
oooooo i

            
 (5) 

 
Подставляя в (5) выражение для вектора рефракции qbm oo η+ξ=  

и учитывая, что ooo ε′=η+ξ= 222m , выражение для с можно предста-
вить в виде 
 

).(1 sqbcc PNM
Q

++== ±                         (6) 

 
Здесь |,|||),(),Re(2,Re2 22

ooooooo QiPNM ε′+η+ξ=η−ηξ=ε′η=ε′ξ= ∗∗  
где α=ξ sin1n  (α  – угол падения, 11 ε=n  – показатель преломления 

изотропной среды, граничащей с кристаллом), 2ξ−ε′=η oo , sqb ,,  – 

единичные взаимно перпендикулярные векторы ( 1222 === sqb , 
0=== qsbsbq ), вектор b  ориентирован вдоль границы ГММ,  

q – перпендикулярен ей и направлен вглубь анизотропной среды,  
s – нормаль к плоскости падения. Их взаимная ориентация показана 
на рисунке 1. 

Для нахождения вектора напряженности электрического поля 
волны E исходим из известного волнового уравнения 
 

.02 =ε′−∆− EEE kgraddiiv                        (7) 
 
Здесь ck /ω= . Решение этого уравнения в нашем случае вырожден-
ного решения, соответствующего отсутствию двупреломления, будем 
искать в виде 

 
.)'( )(

1
rm

2ffE oktie −ϖς+=                        (8) 
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.' kzk ==ς qr                                     (9) 
 

 
 

Рисунок 1 – Схема рассматриваемой структуры в приближении эффективной 
среды. q – вектор, ортогональный границе раздела, (b, q) – плоскость падения 

световой волны 
 

Подставляя (9) в (8), приходим к следующему уравнению 
 

,0' 221 =θς+β−θ fff i                                 (10) 
 
где ooooooooo η−⋅+⋅=β⋅δ+⋅=ε′+−⋅=θ 2, 2 mqqmccmmmmm . 
Так как соотношение (10) должно выполняться тождественно, т.е. при 
любых 'ς , то отсюда следует 02 =θf , и уравнение для определения 
вектора 2f  принимает вид: 
 

0)( 2 =⋅δ+⋅ fccmm oo .                                 (11) 
 
Отсюда следует, что ][||2 cmf o , т.е. 
 

],[2 cmf ot=                                   (12) 
 
где t – некоторый скалярный параметр. Таким образом, уравнение 
(10) для вектора 1f  принимает вид 
 

.0])[2])[(()()( 11 =η−−δ+ ti oooooo cmmcmqccfmfm          (13) 
 
Для нахождения вектора 1f  представим его в виде суммы слагаемых 
воль взаимно перпендикулярных ортов qbs ,, , а именно, 
 

,3211 qbsf ttt ++=                                   (14) 
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где t1, t2, t3 – скалярные параметры. Подставляя 1f  в уравнение (13) и 
приравнивая коэффициенты при qbs ,,  к нулю, можно выразить t2 и t3 
через t1 и t, следовательно, получить их явные выражения. В резуль-
тате вычислений находим  
 

))/(( 12 Kttit oo +ε′η±= , 
 

,)]/(/2)[/()/( 13 tKQPiQNitit ooo −ξ+ε′η±ε′ξ=             (15) 
 
где  

]./)2(2[/ 22 QPiNNPQK ooo
o

ξ+ε′δ+ε′η
ε′δ

=         (15a) 

 
При этом выражение для 1f  принимает вид 
 

}.)2(1][{][1
1 qsmcmf PiN

Q
iKt

P
iGt

oo
o

o
o

ξ+ε′+
η

±
ε′

=
            

(16) 

 
Тогда для вектора электрического поля волны E в рассматриваемом 
случае получаем выражение 
 

,])['(][ 21
ϕδς±±= i

oo eCC cmFcmE                   (17) 
 
где приняты обозначения ,rmokt −ω=ϕ   
 

,1
1

oP
iGtC

ε′
=  ,/2 δ= tC  ).)2(1][( qsmF PiN

Q
iK oo

o
ξ+ε′+

η
δ

=      (18) 

 
Для вектора магнитного поля волны H, который находится из второго 

уравнения Максвелла EH rot
ik
1

= , имеем следующее выражение 

 
).exp(]]}[[']([]][[{ 21 ϕ−δς±±= iCC ooooo cmmFmcmmH      (19) 

 
Нетрудно убедиться, что полученные для E и H выражения совпа-

дают с таковыми при переходе к случаю непоглощающего гипербо-
лического метаматериала [22]. 
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Для решения соответствующей граничной задачи используем из-
вестные условия непрерывности тангенциальных составляющих век-
торов поля падающей ( 11,HE ), отраженной ( 11,HE ′′ ) и прошедшей 
(E,H) волн на границе раздела (z=qr=0). В инвариантной записи они 
имеют вид 

 
,0],[ 111 =−′+ EEEq  .011 =−′+ HHH  (при 1=µ ).        (20) 

 
Представим соответствующие векторы ( 11,HE ) и ( 11, ′′ HE ) в виде 

суммы составляющих перпендикулярной ( 11, AA ′ ) и параллельной  
( 11, BB ′ ) плоскости падения s- и p поляризаций следующим образом: 
 

],[1
11

1
11 smsE B

n
A +=  ],[1

1
1

11 smsE 1
′′+′=′ B

n
A  ,][ 11111 ssmH BnA −=  

 
,][ 11111 ssmH BnA ′−′′=′  ][mEH = ,                   (21) 

 
где векторы рефракции падающей и отраженной волн 1m  и 1m′  соот-
ветственно равны 11 nmnm ′=′= 1111 , nn  (n1 и n2 – единичные векторы 
фазовых нормалей волн, n1 – показатель преломления изотропной 
среды). Подставив (21) в уравнения (20), получаем:  
 

,0)][][][)(/1()(,[ 211111111 =−−′′++′+ Fcmsmsmsq CCBBnAA o  
 

.0]([]][[)(][][ 211111111 =−−′+−′′+ Fmcmmsmsm ooo CCBBnAA    (22) 
 

Из (22) можно определить амплитуды 11,BA ′′  отраженной и С1, С2 

прошедшей волны, что достигается путем умножения первого из век-
торных уравнений (22) последовательно на s, b и q, в результате чего 
получаем систему четырех уравнений следующего вида: 

 
,0)/(/)( 21111 =ε′δ+ε′η+′−η CQPQCPiAA ooo  

,0)/( 1011 =ε′+′+ CQPiAA  
,0)/()( 2111111 =δη′−η KCinCQPnBB o             (23) 

,0)/()( 210111 =Φ+ε′′+η CCQPBB   
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Здесь ]./2)/([/][ 0
0 QNQPKiQPi

o
o ξ−−ε′

η
ε′δ

=δη±=Φ Fms o  

В результате решения этой системы находим 
 

],)()[(2

],)/)([(2

},)/(2]/)())({[(1

},)/(2]/)())({[(1

111111
0

1
2

11111
0

1
1

1111111111

1111111111

BinAiC

BnAPQKiiC

AQPnBQPiKiB

BQPnAQPiKiA

oooo

o

oooo

oooo

ε′η+η±ηε+ηε
ε′∆

η
±=

ε′δ−δεΦη
ε′∆

η
=

ε′η+ηε−ηεδδε±Φηη+η
∆

=′

ε′η−ηε−ηεδ±δεΦηη−η
∆

=′







 (24) 

 
где ./)())(( 111101 QPiKi oo ηε+ηεδδεΦηη+η=∆   

Из выражений для 1A′  и 1B′  видно, что амплитуды отраженной и 
прошедшей волн являются комплексными величинам. Это значит, что 
как отраженная, так и прошедшая в ГММ волны оказываются эллип-
тически поляризованными. 

 
2. Энергетические характеристики особой неоднородной  

волны в поглощающем гиперболическом метаматериале  
Для средних по времени величин потока S  и плотности электри-

ческой eW  и магнитной mW  энергии имеем 
 

],Re[
8

∗

π
= EHS c

 ),Re(
16

1 ∗
π

= EDeW  .||
16

1 2H
π

=mW        (25) 

 
Здесь ED ε′= .  

Подставляя в (25) выражения для векторов электрической и маг-
нитной напряженности с учетом приведенных выше формул, можно 
определить энергетические характеристики отраженной и прошедшей 
волны. Далее рассмотрим их особенности на конкретном примере ги-
перболического метаматериала, сформированного на основе слоисто-
периодической металлодиэлектрической структуры ITO/Ag. В при-
ближении эффективной среды многослойная структура может рас-
сматриваться как эффективная оптически одноосная среда. При этом 
тензор диэлектрической проницаемости ее имеет собственные значе-
ния, определяемые выражениями:  
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1
1,)1(

−









ε

+
ε
−

=εε+ε−=ε
md

emdo
ffff .                    (26) 

 
Здесь f=dm/(dm+dd) – фактор заполнения (объемная доля, занимаемая в 
структуре металлом), md εε ,  – соответственно проницаемости диэлек-
трического и металлического слоя. При этом величина mε описывает-
ся известной формулой Друде. Расчет согласно выражения (26) для 
слоисто-периодической среды ITO/Ag (dm=15 nm, f=0,3), при длине 
падающей световой волны 320 нм дает значения   
𝜀𝜀𝑜𝑜= 1,8748+0,0232𝑖𝑖,  𝜀𝜀𝑒𝑒 = −2,3395 + 0,6403𝑖𝑖. Для граничащей с ГММ 
изотропной среды (оптическое стекло ВК7) ε1= n1

2 = 2,3914.  
Учет поглощения в выражении для εo обусловливает корректиров-

ку в оценке положения оптической оси: в данном случае, как следует 
из (6), c=0,155s+0,987b+0,039q, что свидетельствует о выходе оптиче-
ской оси из плоскости раздела (sb) (без учета поглощения оптическая 
ось c расположена в этой плоскости: c= 0,150s+0,989b) и изменении 
условий возбуждения особой неоднородной волны (8).  

Пусть световая волна, поляризованная под углом 45о (А1=В1), па-
дает на границу раздела ГММ под углом α = 64.0о, превышающем 
угол полного отражения. При этом плоскость падения совпадает с 
плоскостью (bq) (рисунок 1). На рисунке 2 представлены рассчитан-
ные в соответствии с (24), (25) зависимости плотностей энергии элек-
трического We и магнитного Wh полей особой неоднородной волны, 
которые нормированы на плотность энергии падающей волны.  

 

 
(а) 

 
(б) 

 

Рисунок 2 – Зависимость от расстояния h до границы раздела со стеклом ВК7 
плотности энергии электрического We (а) и магнитного Wh (б) поля особой  

неоднородной волны, возбуждаемой в метаматериале на основе  
слоисто-периодической наноструктуры ITO/Ag с учетом (кривая 1) и без учета 

(кривая 2) поглощения метаматериала. Величины We и Wh нормированы на 
плотность энергии падающей волны. dm= 15 nm, f=0,3, λ=320 nm, α = 64,0о 
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Численные расчеты проведены для случая, когда особая волна 
возбуждается на границе раздела стекла ВК7 и гиперболического ме-
таматериала на основе слоисто-периодической металлодиэлектриче-
ской наноструктуры ITO/Ag. Кривые на рисунке 2 соответствуют 
случаям учета поглощения (1) и пренебрежения им (2). Видно, что не-
экспоненциальная зависимость затухания амплитуды особой неодно-
родной волны сохраняется, однако максимумы кривых уменьшаются, 
а минимумы возрастают, что приводит к сглаживанию кривых We (h), 
Wh (h). 

На рисунке 3 представлены компоненты вектора Умова-
Пойнтинга Sb, Ss как в плоскости границы раздела, так и в ортого-
нальном q ей направлении (Sq).  

 

   
(а)             (б)           (в) 

 
Рисунок 3 – Зависимость от расстояния h до границы раздела со стеклом ВК7 
компонент вектора Умова-Пойнтинга (Sb (а), Ss (б), Sq (в)), нормированных на 

плотность энергии падающей волны, для поля особой неоднородной волны, воз-
буждаемой в метаматериале на основе слоисто-периодической  

наноструктуры ITO/Ag с учетом (кривая 1) и без учета (кривая 2) поглощения  
в метаматериале. dm= 15 nm, f=0,3, λ=320 nm, α = 64,0о 

 
Видно, что при учете поглощения ГММ как максимумы, так и ми-

нимумы зависимостей Sb (h), Ss (h) уменьшаются. В результате про-
дольная составляющая энергетического потока Sb, лежащая в плоско-
сти падения, оказывается минимальной на глубине 90 нм. В свою 
очередь, составляющая Ss, перпендикулярная плоскости падения, до-
стигает минимума на расстоянии 120 нм. При этом продольный Sb и 
поперечный Ss потоки с учетом поглощения в 2 раза меньше таковых 
в пренебрежении поглощением.  

 
Заключение 
В данной работе показано, что в условиях полного отражения све-

та на границе изотропной среды и поглощающего гиперболического 
метаматериала может распространяться особая неоднородная волна. 
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Установлено, что данная волна характеризуется неэкспоненциальным 
уменьшением плотностей энергии и энергетических потоков и, как 
следствие, появлением его четко выраженного максимума вблизи от-
ражающей поверхности метаматериала. При этом учет поглощения 
ГММ приводит к уменьшению величины этого максимума. Кроме то-
го, имеет место сдвиг плоскости, параллельной отражающей поверх-
ности, в которой продольный и поперечный к плоскости падения по-
ток минимален, при этом величины этих потоков существенно 
уменьшаются. 

Полученные результаты имеют перспективы применения при со-
здании высокочувствительных сенсоров, основанных на использова-
нии особых световых неоднородных волн. Они могут быть использо-
ваны также при разработке новых методов зондирования приповерх-
ностных дефектов различных материалов. 
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МАГНИТНАЯ СИММЕТРИЯ И ОПТИЧЕСКИЕ ЯВЛЕНИЯ  

В МАГНИТОУПОРЯДОЧЕННЫХ КРИСТАЛЛАХ 
 
Введение 
Классическая магнитооптика – раздел оптики, изучающий явле-

ния, возникающие в результате взаимодействия оптического излуче-
ния с веществом, находящимся в магнитном поле [1]. При этом поля-
ризация волн может быть линейной, циркулярной и, в общем случае, 
эллиптической [2]. Разность комплексных показателей преломления 

"' ninn ∆+∆=∆ , где 'n∆  – двупреломление, "n∆  – оптический дихро-
изм. В кристаллах с упорядоченной магнитной структурой (магнито-
упорядоченных) возможны качественно новые магнитооптические 
явления [3–5]. Ферромагнетики характеризуются параллельной ори-
ентацией магнитных моментов отдельных атомов, антиферромагне-
тики – антипараллельной. Также существуют кристаллы с более 
сложной неколлинеарной и некомпланарной магнитной структурой. 

 
1. Магнитная симметрия и оптические явления в магнитоупо-

рядоченных кристаллах 
В магнитоупорядоченных кристаллах, по сравнению с немагнит-

ными, добавляется новая симметрия операция 1 – операция обраще-
ния во времени магнитной структуры. В итоге существуют 122 точеч-
ные группы магнитной симметрии [3]. Макроскопические свойства 
магнитоупорядоченных кристаллов, в том числе и оптические, опи-
сываются точечными магнитными группами симметрии.  

Обсудим возможности различных магнитооптических явлений в 
магнитоупорядоченных кристаллах. Будем базироваться на линейных 
материальных уравнениях связи вида [2] 
 

HDE ⋅+⋅= −
1

1 αε ,        ,DHB ⋅+⋅= 1βµ                     (1) 
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