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И. В. Б л и з н е ц, А. Н. С к и б а 

О й0£-КРИТИЧЕСКИХ ФОРМАЦИЯХ

Все рассматриваемые нами группы конечны. Напомним некоторые опреде
ления и обозначения из работы [1].

В дальнейшем класс всех простых групп мы будем обозначать символом J. 
Для произвольного класса простых групп X через Т' мы обозначаем множество 
3 \%.

Пусть £ — произвольный непустой класс простых групп. Тогда всякую функ
цию вида / : £ U {£ '} И- {формации групп}, принимающую одинаковые значения 
на изоморфных группах, называют £-композиционным спутником. В случае, ко
гда Zp — группа простого порядка р, вместо записи / (Zp) иногда применяется 
запись / (р).

Пусть £+ — совокупность всех абелевых групп из £, £~' — совокупность 
всех неабелевых групп из £. Тогда записи Supp(/), Supp+ (/) и Supp_(/) соот
ветственно обозначают множества {А  е £ U {£ '}  | f (A )  -ф 0 }, {А  Е £+ U {£ '}  | 
Н А ) ф 0 } и { А е & - и { £ ' } \ 1 ( А ) ^ 0 } .

Для произвольного множества простых групп % символ Е(%) обозначает 
класс всех таких групп, у которых все композиционные факторы приндлежат 
классу {%). По определению единичные группы принадлежат Е ( ‘.Г).

Символом C a {G) обозначается пересечение всех централизаторов всех таких 
главных факторов Н/К  группы G, что А € IC(HIK) ( (CA(G) =  G, если группа 
G таковых главных факторов не имеет). Наряду с записью Czp(G) мы будем 
применять более короткую запись CP(G).

Легко видеть, что C A(G) =  Gе {а)' > если А  — простая неабелева группа и 
CP(G) =  G&cp, где ©Cp — класс всех таких групп [2], у которых все главные 
абелевы р-факторы центральны.

Для произвольного £-композиционного спутника / полагают CF^(f )  =  {G \ 
G/Gez G /(£') и G/Ca (G) 6 f (A )  для всех A G tC{G) П £}.

Если формация $  такова, что S' =  CF^(f )  для некоторого £-композиционного 
спутника /, то говорят, что она £-композиционна, а / — ^-композиционный 
спутник этой формации. Если при этом все значения / лежат в то спутник / 
называется внутренним (или приведенным).

Непустая совокупность формаций © называется полной решеткой формаций 
[3], если б  е 0  и пересечение любого множества формаций из 0  снова принад
лежит ©.
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Мы называем ^-композиционный спутник 0-значным, если все его непу
стые значения принадлежат ©. Символом ©£ обозначается полная решетка, 
состоящая из всех таких формаций, которые имеют хотя бы один 0-значный 
^-композиционный спутник.

Для произвольного набора {/j J i 6 1} £-композиционных спутников /г через 
Пг£/ /г обозначается такой спутник, что

(Л л )м  = П л<а)
iei iei

для всех А € 3.
Пусть {fi\i € 1} набор всех 0-значных £-композиционных спутников фор

мации S € 0 £. Тогда спутник Пге/ fi называется минимальным 0-значным 
£-композициопным спутником S- Каноническим ^-композиционным спутником 
формации S =  CL ( f ) ,  где / — минимальный £-композиционный спутник этой 
формации, называется спутник F  такой, что

Р(А\ -  j  еСЛИ \А \ =:Р е Р !
1 } \гТ, е с г ш Л е р \ 2 0 и { £ ' } -

Мы называем следуя [3], формации из © ©-формациями, а формации из ©£
— ©^-формациями.

Пусть ?) — произвольный класс групп. Тогда ©-формация S называется Не
критической [4] или иначе минимальной не ^-©-формацией [5], если $ % 5j. но 
Si С  ^  для каждой собственной ©-подформация У] из S-

Символом 0formjE обозначается пересечение всех тех ©-формаций, которые 
содержат класс групп 3t.

Теорема. Пусть 0 — такая полная решетка формаций, что 0 £ С 0. Пусть 
/ — минимальный 0-значный £-композиционный спутник формации S и Н  — 
канонический £-композиционный спутник формации Тогда в том и только 
в том случае # является figs.-критической формацией, когда # =  0 £formG, где 
G — такая монолитическая группа с монолитом R. что либо IC(R) П £ =  0  и 
/(£') — (#(£'))©-критическая формация, либо Cq(R ) С R  g  Ф(G) и f (A )  — 
(H (A ) )q -критическая формация, где А £

Доказательство. Необходимость. Пусть G — группа минимального порядка 
из S \ f) с монолитом R =  G^. Тогда, очевидно, S' — ©^formG.

Пусть А е IC(R). Предположим прежде, что А £ £. В этом случае G^z =  1- 
Значит, по теореме 1 [1]

/(£ ') =  ©formG % Я (£ ') -  fi.
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Пусть ОТ — произвольная собственная 0-подформация в /(£'). Допустим, что 
ОТ % I I (£') и Т  Е 371 \ Н  (£,'). Тогда Т  G 3" \ Я- Значит, 0 £formT =  У и поэтому

/(£') =  0form(T/Tj5£ С ОТ С /(£')•

Противоречие. Таким образом, ОТ С I I (£,'). Следовательно, /(£') — (Н (£.'))q- 
критическая формация.

Пусть A G £~. В этом случае CA(G) — 1 и поэтому

f {A )  =  0formG ^ Я (Л ) =  Я-

Пусть ОТ — произвольная собственная 0-подформация в /(А). Допустим, что 
ОТ 2 Н(А)  и Т  G ОТ \ Н(А).  Тогда Т  € 5 \ Я • Значит, б^ГоппТ =  5 и  поэтому

/(.4) =  Шогт(Т/СА(Т)) С ОТ С /(>1).

Противоречие. Таким образом, ОТ С Н(А).  Следовательно, /(A) — (H (A ) )q- 
критическая формация.

Предположим теперь, что А  G £ +. Рассмотрим группу Т  =  \R\[G/Са{И)). 
Понятно, что СА(Т ) =  Д. По лемме 3.32 [6] Т е ? ,  Допустим, что Т  Е Я- 
Тогда Т/СА{Т ) “  Г /JR =  G/Cg (R) G Я (А ). Н о G/Д G Я- Значит, G G 
Противоречие. Поэтому Т  $ Я- Следовательно, Т  G ЗЛЯ- Таким образом, ввиду 
выбора группы G мы имеем \Т\ — jG| и $ =  O^formT. Понятно, что R  =  . 
Ввиду теоремы 1 [1]

f {A )  =  ©form(Т/СА(Т) )  =  0form(G/CG(/i)) =  0form(G/i2) 2 Я (А ).

Пусть ОТ — произвольная собственная ©-подформация в f (A ) .  Допустим, 
что ОТ % Н (А ) и Т  — группа минимального порядка из ОТ \ Н(А).  Так как 
Н(А)  =  У1рН(А),  то Ор{Т) =  1. Пусть Р  — простой точный Н -модуль над и 
F  =  [T ]ii. Тогда F  € S- Если ©£forniF =  J, то

/(А) =  0 foim (F/СА(F ) )  == ©formT С ОТ С /(А),

что невозможно. Значит, ©forrruF С 5? и поэтому F  G Я. Следовательно, 
F/Ca (F )  =  Т  G Н(А). Противоречие. Значит, ОТ С # (А ). Таким образом, /(А)
— (i? (А ))е-критическая формация.

Достаточность. Понятно, что $ % Я- Пусть, ОТ -  произвольная собственная 
©£-подформация в J и m -  ее минимальный 0-значный £~композиционный 
спутник. Ввиду теоремы 1 [1] га < /. Покажем, что m < Н.

Пусть A G IC(R). Предположим, что А  £. В этом случае G =  1 и поэтому

/(£/) =  ©formG g  га(£ ) =  ОТ.
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Значит, m(£') С /(£')■ Следовательно, по условию то(£') С #(£')■ Кроме того, 
поскольку G/R е 9) и C B(G)/R, =  CB{G/R) для всех простых групп В ^  А. то 
т(-В) С /(В)  С Я (5 ) для всех В  6 £. Значит, т < Н. (Аналогично проверяется 
случай, когда A G £~).

Пусть A  G £ +. В  этом случае R  =  C g {R)-  Значит, С А (G )  — R .  Допустим, 
что т { А )  =  f { A ) .  Тогда G / C A ( G ) — G / R  6 т { А ) .  Значит, если А  — р-группа, 
то по лемме 4 [7]

G 6 тргп(А) С ЯЛ

и поэтому
S' =  ©£fcrm(7 С ОЛ с

что невозможно. Следовательно, т(А) С / (А) и поэтому т(А) С Н(А). По 
лемме 1 [7] Gez/R — {G/R)e£ и  C b(G/R) для всех простых групп В  ^  А. 
Следовательно, поскольку G/R € S). то /(£') С Н (£') и / (5 ) С Н(В )  для 
всех В G £ \ (т4). Но т < f  и поэтому т{А) С #(.А) для всех Л е {£ '}  U £. 
Итак, т < Н. Следовательно, ЭЛ С  $). Таким образом, S' — ©^-критическая 
формация. Теорема доказана.

Summary

I.V.Bliznets and A.N.Skiba. On -6©£-critical formations // Proc. Gomel State 
Univ. — 1999. — №1(15) Problems in Algebra. — P. 140-144

Let £ be an arbitrary non-empty class of simple groups. Then every function 
/ : £ U {£ '} {formations of groups} having an equal values on isomorphic groups 
is called £-composition satellite.

Symbol CA(G) denotes an intersection of all centralizers of all such chief factor 
H j K  of G that A e )C(H/K) (CA(G) =  G if G has no such chief factors).

For an arbitrary £-composition satellite / it is supposed

CFz ( f )  =  {G  | G/Gez e /(£ ') and G jC A{G) 6 f ( A )  for all A 6 £ (G )f| £ }.

If a formation S has the form S =  GF^(j )  for some £-composition satellite then 
it is said that S is £-composition and / is a composition satellite of S-

A non-empty set of formations 0 is called a complete lattice of formations if 0 € в 
and an intersection of any set of formations from в belongs to в.

We call £-composition satellite 0-valued if all its non-empty values belong to в. 
Symbol denotes a complete lattice consisting of all such formations that has a 
в-valued £-composition satellite.
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Let $j be an arbitrary class of groups. Then 0-formation S is called ,%-critical or 
else minimal non-i^-formation if $ ft but Si Q ft for every proper 0-subformation 
Si Of S.

In this note a general description of ^.e-critical formations where is a £- 
composition formation is given.
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