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И.  В.  Б л и з н е ц

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ
^-КОМПОЗИЦИОННЫ Х ФОРМАЦИЙ

Все рассматриваемые нами группы конечны.
Напомним, что для произвольного множества простых групп £  символом 

Е(%) обозначается класс всех таких групп, у которых все композиционные фак
торы принадлежат (%). Символ CA(G) [1] обозначает пересечение всех центра
лизаторов всех таких главных факторов Н / К  группы G , что А € JC(H/K) 
(CA{G) = G, если группа G таковых главных факторов не имеет). Здесь К.(Н/К)
— класс всех простых групп, изоморфных композиционным факторам группы 
Н/ К.  Вместо записи Czp(G) применяют запись CP(G).

Напомним теперь некоторую терминологию работы А.Н.Скибы и Л.А.Ше- 
меткова [2]. Пусть £  — некоторая непустая совокупность простых групп. 
Тогда функции вида /  : £(J{£ '}  —> {формации групп} называются £- 
композиционными спутниками. Для произвольного £-композиционного спутни
ка /  символом CFz(f )  обозначается класс {&' | G/Gе щ  € / (£ ')  и G/ CA(G) € 
f (A)  для всех A  G fC(G)}. Если формация 5  такова, что 5  =  CF^(f )  для неко
торого £-композиционного спутника / ,  то У называют [2] £-композиционной 
формацией с £-композиционным спутником / .

Всякая формация считается 0-кратно £-композиционной. При п ^  1 фор
мация S' называется n-кратно £-композиционной [2], если #  =  CFz{f) ,  где все 
непустые значения /  являются (п— 1)-кратно £-композиционными формациями.

Если непустые формации DJI и таковы, что ®Tp|fj =  (1), то формация 
form(9Л U fj) обозначается через [4] и, как доказано в [4] (см. также главу 4
книги [5]), такая формация состоит из групп вида А х  В,  где А е Ш. В а $).

В данной работе, развивая некоторые наблюдения работы [6], мы показыва
ем, что если прямое разложение является n-кратно £-композиционной форма
цией то и каждая компонента этого разложения — n-кратно £-композиционная 
формация.

Лемма. Пусть $  =  ЯЯф^ для некоторых формаций DJI и Sj. Если формация 
5" £ -композиционна с £ -композиционным спутником f , то формации 971 u fj 
также £,-композиционны с £ -композиционными спутниками т  и h соответ-
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ственно, которые таковы, что

если А Е £ 
т(А)  =  <( 0 , если А Е 3 \  (£ 

если А Е £ +

если В Е £ -  (JO T - 
Л(В) =  0 , если В  Е 3 \  (£ |J{£'})> 

если В  Е £ +.

Доказательство. Пусть 5  — £-композиционная формация и б  — такая груп
па, что G/Ф(0р(0)) Е Ш С Тогда поскольку формация 5 по условию £- 
композиционна, то согласно теореме 1 [2] G Е 3- Значит, G =  А х В.  где А ЕШ , 
В ESj. Отсюда Op{G) = Ор(А х В )  =  (Ах х -В<пр =  Ор(А) х Ор(В) и,
кроме того, по свойству (9.4) главы А книги [7] <$>(Op(G)) — Ф(Ор(А))хФ(Ор(В)). 
Поэтому

С/Ф(Ор(С)) = С/(Ф(Ор(А)) х Ф(Ор(В))) ~

~  А/Ф(Ор(А)) х В/Ф(Ор(В)) Е  ШГ.

Значит, В/Ф(Ор(В)) Е ШТ. Вместе с тем В/Ф(Ор(В)) Е Sj. Следовательно, В — 
Ф(Ор(В)), откуда £? =  Ор(В) — 1. Поэтому G = А х В  = А Е Ш. Таким образом 
формация 9Я £-композиционна. Аналогично можно показать, что формация Sj 
£-композиционна.

Пусть $  =  CFz(f )  и т  — такой £-композиционный спутник, что

Г Ш Т, если А Е £ ~  
т(А)  =  < 0 , если А Е 3 \  (£ U i ^ } ) »

[/(А ), если А Е £ +

Пусть ЯЛ1 =  GF^(m).  Покажем, что QJli =  Ш Предположим, что Ш\ % Ш и 
пусть G — группа минимального порядка из ffl] \  2Л. Тогда G монолитична с 
монолитом R  = Gm . Допустим R  — (£')-группа. Тогда Gez — 1 и G ~  G/Сея  € 
то(£') =  ЭЛ. Противоречие. Значит, R  — (А)-группа. Если R  — неабелева группа, 
то G ~  G/ l  — G / C A(G) Е т(А) = Ш, где А Е K(R).  Противоречие. Значит, R
— (Zp)-rpynna, где Zp Е £ + . Поэтому

G/Cp(G) Е m(Zp) = f ( Z p).
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Кроме того, G/Gez  € m(£') =  97Т С $  =  /(£ ')• Значит, G Е  Ввиду монолитич- 
ности группы G, либо G G 971, либо G Е f). Значит, G Е S). Тогда, согласно утвер
ждению (4.14) главы IV книги [7], Zp Е 5). Отсюда Zp Е  Легко видеть, что 
£(971) П^С(^) — 0 - Значит, Zp £ /C(97t) и поэтому G/CV{G) 6 m(Zp) =  0. 
Противоречие. Следовательно, С 971.

Пусть 971 ^  971) и G -  группа минимального порядка из 97Т \  9711 . Тогда G 
монолитична с монолитом R  = GOTl. Допустим R — (£')-группа. Тогда Gez =  1- 
Поэтому

G ~  G /G E£ € 971 =  т (£ ') .

Вместе с тем, поскольку G/ R Е  9Я|, то имеем

{G/R) /CA{G/R) = (G/ R) / ( Ca {G)/R) ~  G/ Ca (G) Е т(А),

где Л G JC(G/R) С /C(G). Противоречие. Значит, R  — (А)-гругша. Если Л € £~ , 
то Ca (G) =  1. Следовательно,

G ~  G /l =  G/ C a {G) € 971 -  т (Л ),

где Л € IC(R). Кроме того, для всех A G £(J/C(G) имеет место CA(G/R) — 
Ca (G)/R.  Последнее вместе с G/i? € 97Ti влечет G £ 97ti. Противоречие. Значит, 
R  — (Zp)-rpynna, где Zv Е  £ +. Поскольку G E f f l C f i  — CFz(f ) ,  то

G/ Ca (G) G f ( Zp) = m(Zp).

Кроме того, G/ Gez  Е  971 =  т(А).  Следовательно, G Е  97ti. Лемма доказана.

Теорема 1 . Пусть $  =  971 ф Sj для некоторых формаций 971 и ft. Ес
ли формация $  n -кратно 2,-композиционна (тотально ^-композиционна), то 
формации 971 и f) n -кратно 2,-композиционны (соответственно, тотально £- 
композиционны).

Доказательство. При п — 0 теорема, очевидно, верна. Пусть формация 5 
n-кратно £-композиционна, где п ^  1 и /  — такой £-композиционный спутник 
формации 3, все непустые значения которого (п — 1)-кратно £-композиционны. 
Тогда по лемме формация 971 композиционна и обладает £-композиционным 
спутником т,  таким, что

{971, если А Е  {£'} (J £~,
0 , если А Е  Э \  ( £ U { £ ; })> 

f (A),  если А Е  £ +
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Следовательно, согласно условию, все значения функции т  на абелевых про
стых группах (п — 1)-кратно ^-композиционны, а это означает, ввиду леммы 2 
[2], что формация Ш п-кратно £-композиционна. Теорема доказана.

Заметим, что обратное утверждение теоремы неверно даже в случае £  =  О 
(см. пример [6], а также [8]).

Summary

I.V.Bliznets. On a class of £-composition formations / /  Proc. Gomel State Univ.
— 1999. — №1(15) Problems in Algebra. — P. 116-120

All groups considered are finite.
Let £  be an arbitrary non-empty class of simple groups. Then every function 

/  : £U {£ '}  {formations of groups} is called £-composition satellite. For arbitrary 
set of simple groups X the symbol E(%) denotes the class of groups in which all 
composition factors belong to (X). Symbol CA(G) denotes an intersection of all 
centralizers of such chief factors H / K  of G that A  € JC(H/K) (CA{G) =  G if G has 
no such chief factors). Here K ( H / K ) =  (X) where X  is the set of all composition 
factors of H / K .

For an arbitrary £-composition satellite /  it is supposed

GFz(f )  = {G | Ges1 € / (£ ')  and G / C A(G) e  f {A)  for all A e IC{G)}.

A formation #  such that $ = CF^(f )  for some £-composition satellite /  is called 
a £-composition and /  is called a £-c:omposition satellite of it. Every formation is 
supposed to be О-multiply £-composition. For n ^  l a  formation 5" is called n- 
multiply £-composition if #  =  CFz(f )  where all values of /  are (n — l)-multiply 
£-composition formations. A formation 5 is called totally £-composition if it is гг- 
multiply £-composition for all n E N.

If =  (1), then form(9JtUi]) is denoted by This formation consists
of groups A x В  where A  6 9Л, В £ S).

In the paper we prove the following
Theorem . Let $  — ЯЯ ® fj for some formations 9Л and f). If 5” is n-multiply 

£-composition (totally £-composition) then formations DJl and yj are n-multiply £- 
composition (totally £-composition respectively).
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