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П О Л У С О В Е РШ Е Н Н Ы Е  П О Л У Д И С Т Р И Б У Т И В Н Ы Е
П О Л У Н А С Л Е Д С Т В Е Н Н Ы Е  К О Л Ь Ц А  М О ДУЛ ЪН О  
О ГРАНИ ЧЕННО ГО ТИ П А

Важную роль в теории колец, наряду с понятием радикала Джекобсона, 
играет понятие первичного радикала кольца (см., напр., [1],[2 ]).

Хорошо известно, что первичный радикал кольца является ниль-идеалом и 
содержится в радикале Джекобсона этого кольца.

Всюду в этой статье мы будем использовать следующие обозначения: А  — ас
социативное кольцо с 1 ф О, R  — его радикал Джекобсона, /  — первичный ради
кал кольца А. Говоря артиново, нетерово, полудистрибутивное и т.д. кольцо, мы 
всегда подразумеваем, что это артиново с двух сторон, нетерово с двух сторон, 
полудистрибутивное с двух сторон и т.д. кольцо. Полусовершенные полудистри- 
бутивные полунаследственные кольца будем называть S P S D S H -кольцами.

Для исследования строения S P S D S H -колец используется понятие пер
вичного колчана и, в частности, то обстоятельство, что первичный колчан 
S P S D S Н-кольца является диаграммой конечного частично упорядоченного 
множества.

Статья состоит из четырех параграфов. Первый параграф посвящен рассмо
трению первичного радикала и первичного колчана ассоциативного кольца.

Во втором параграфе рассматриваются SPSD SH --кольца с нетеровой диаг 
гональю. Отметим теорему, которая дает характеризацию нетеровых справа по- 
лупервичных полусовершенных полудистрибутивных колец (S P S D -колец) мо- 
дульно ограниченного типа:

Нетперово справа полупервичное S P S D -кольцо модулъно ограниченного ти
па эквивалентно в смысле Мориты прямому произведению нескольких тел и 
нескольких нетеровых первичных полусовершенных наследственных колец. На
оборот, все такие кольца являются кольцами модулъно ограниченного типа.

Отметим, что все такие кольца являются полуцепными.
В §3, §4 устанавливается критерий того, что S P S D S H -кольцо с нетеровой 

диагональю является кольцом модулыю ограниченного типа (м.о.т. кольцом). 
Этот критерий формулируется в терминах диаграмм Дынкина А п. D n. Е 6, Ет, Е$ 
и конечных частично упорядоченных множеств, которые возникают при рассмо
трении первичных колчанов таких колец.
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В случае, когда А  — артиново наследственное полудистрибутивное кольцо, 
доказательство критерия следует из результатов работ [3], [4], [5].

Методы, применяемые в §3, §4, впервые рассматривались в статье [6 ]. Это 
задачи о приведении систем матриц преобразованиями над дискретно нормиро
ванными кольцами и их общим телом частных.

В настоящей статье мы используем терминологию и факты из работ [7], [8 ], 
[9], [10].

§1. Первичный радикал и первичный колчан  
ассоциативного кольца.

В этом параграфе А  означает ассоциативное кольцо (не обязательно полусо- 
зершенное) с 1 ф 0 , /  — его первичный радикал.

О пределение 1. Кольцо А  называется разложимым,, если оно раскладыва
ется в прямое произведение двух колец. В противном случае кольцо А называ
ется неразложимым.

О пределение 2. Кольцо А  называется конечно разложимым (FD -коль
цом) , если оно является конечным прямым произведением неразложимых колец.

Примерами F D -колец являются, в частности, нетеровы справа кольца. По
лусовершенные кольца (которые могут быть и неартиновыми и ненетеровыми) 
всегда являются jF.D-кольцами.

Для F D -колец имеет место следующая теорема единственности (см., напр., 
[1]). которую мы сформулируем в удобном для нас виде.

Теорема 1.1. Каждое F D -кольцо А  единственным образом раскладывается 
в конечное прямое произведение неразложимых колец, т.е., если А  = В \ х  
. . .  х  В 3 — Ci х  . . .  х  Ct — два таких разложения, то s — t и существует 
перестановка а  чисел {1 , 2 , . . . ,  t } такая, что В{ =  C>(j) (t =  1 , 2 , . . . ,  t).

О пределение 3. Факторкольцо А  — А / I  будем называть диагональю кольца
А.

Отметим, что диагональ кольца А  всегда является полупервичным кольцом 
(т.е. кольцом, в котором нет нильпотентных идеалов) [1, гл.З, §3.2].

О пределение 4. Кольцо А  будем называть кольцом с конечно разложимой 
диагональю (F D D -кольцом), если его диагональ является .FI)-кольцом.

П редлож ение 1.2 [11], [8 ]. Пусть I  — первичный радикал кольца А, е2 =  
е € А, е ф 0. Тогда е /е  совпадает с первичным радикалом кольца еАе.
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20 Губарени Н.М., Кириченко В.В., Ревицкая У.С.

Учитывая это предложение и теорему 1.1, можно построить стандартное дву
стороннее пирсовское разложение первичного радикала I  произвольного F D D - 
кольца А  следующим образом:

Пусть А  =  А \ х . . .  х At — разложение диагонали F D D -кольца в конеч
ное прямое произведение неразложимых колец и 1 =  Д  +  . . .  +  f t  — соответ
ствующее разложение 1 € А в сумму попарно ортогональных идемпотентов. 
Поскольку первичный радикал произвольного ассоциативного кольца является 
нильидеалом, то согласно [1,гл.З, §3.6] идемпотенты Д , — , f t  можно поднять 
по модулю I  с сохранением ортогональностг1, т.е. имеет место равенство 
1 =  Д  +  . . .  +  Д, где f i f j  =  Sij f i ( i , j  =  1 , — ,*) и fi = f i  + I ( i  =  l , . . . , t ) .  
Ясно, что Aij — f i A f j  С I ( i  ф j ; i , j  =  1, . . . , i )  и i* = f k l f k  ~  первичный 
радикал кольца Аь ~  fkA fu (k  =  1, Поэтому двустороннее пирсовское 
разложение первичного радикала I  колыша А  имеет вид:

■ h -Д-12 ••• A lt '

I  = А 21 h  ■• M t

. А а M l ■■ It .

причем А  =  А / I  — А \/1 \  х . . .  х At/I t ,  т.е. Ау. =  AyJI^ (к =  1 , . . . ,  t).
Дадим определение первичного колчана PQ(A)  произвольного F D D -кольца 

А, используя обозначения этого параграфа.

О пределение 5. Пусть W  = I / I 2. Сопоставим идемпотентам Д , . . . ,  Д  вер
шины 1 , . . . ,  t, соединяя вершину i с вершиной j  стрелкой с началом в г и концом 
в j  тогда и только тогда, когда ДТУД ф 0. Полученный конечный ориентиро
ванный граф PQ{A)  будем называть первичным колчаном F D D -кольца А.

Очевидно, что P Q ( A ) =  P Q ( A /1 2) и PQ(A)  определен однозначно с точно
стью до перенумерации вершин. Кроме того, первичные колчаны F D D -колец, 
эквивалентных в смысле Мориты, совпадают.

Отметим, что говоря колчан, мы, следуя Габриелю, подразумеваем конеч
ный ориентированный граф. Приведем важное определение Т-нильпотентности, 
данное Бассом [12]. Мы следуем монографии [13, гл.11].

О пределение 6. Правый (левый, двусторонний) идеал J  называет
ся Т-нильпотентным слева (справа), если для любой последовательности 
ах, 0 2 ,. • •, ап, . . .  элементов сц J  существует натуральное число к такое, что 
произведение a ^ a k - i . . .  aj ( a i .. .ак-\а^)  равно нулю. Идеал J  будем называть 
Т-нильпотентным, если он Т-нилъпотентен справа и слева.

Отметим следующие два результата, доказанные в [14].
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Т еорем а 1.3. Следующие условия равносильны для кольца А  с Т-нильпо- 
тпентным первичным радикалом I :

(a) кольцо А  неразложимо;
(b) фактор-кольцо А /1 2 неразложимо.

Напомним, что колчан Q называется связным, если множество его вершин 
нельзя представить в виде объединения двух непустых непересекающихся под
множеств, между которыми нет стрелок.

С учетом теоремы 1 .1  и определений этого параграфа, следствие 2.4 [14] 
можно сформулировать следующим образом:

С ледстви е 1.4. Пусть А  является F D D -кольцом. Первичный колчан 
F D D -кольца А  с Т-нильпотентным первичным радикалом I  связен тогда и 
только тогда, когда кольцо А  неразложимо.

§2 - S P S D -лолъца.

Приведем основные сведения о полусовершенных полудистрибутивных коль
цах (S P S D -колъцах) [15], [8 ], [10].

Напомним, что модуль М  называется дистрибутивным, если для любых его 
подмодулей К , L. N  справедливо равенство:

К  П (L  +  N ) = К  П L  +  К  П N.

Т еорем а 2.1 [15]. Модуль дистрибутивен тогда и только тогда, когда цо
коль каждого его фактормодуля содержит не более одного экземпляра каждого 
простого модуля.

Прямая сумма дистрибутивных модулей называется полудистрибутивным 
модулем.

Кольцо А  называется полудистрибутивным справа (слева), если модуль 
А  а  ( а  А) полудистрибутивен. Полудистрибутивное справа и слева кольцо назы
вается полудистрибутивным.

Идемпотент е кольца А  называется локальным, если кольцо еАе локально.

О п ределен и е 7 [16]. Полусовершенное полупервичное нетерово справа 
кольцо А  называется полумаксимальным, если для каждого локального идем- 
потента е 6  А  кольцо еАе является дискретно нормированным кольцом (не обя
зательно коммутативным).

Т еорем а 2.2 [8 ]. Следующие условия равносильны для полусовершенного 
полупервичного нетерова справа кольца А  :
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(a) кольцо А  полу дистрибутивно;
(b) кольцо А  является прямым произведением полупростого артинова коль

ца и полумаксимального кольца.

Кольцо А  называется первичным, если произведение любых двух ненуле
вых идеалов этого кольца отлично от нуля. Ясно, что всякое первичное кольцо 
полупервично.

Пусть О — дискретно нормированное кольцо с телом частных D. M n(D) — 
кольцо всех квадратных матриц порядка п  с коэффициентами из тела D.

Обозначим через А  кольцо всех матриц (a*j) G M n(D) таких, что atJ е  и а'3О 
(aij — целое число).

Поскольку А  является кольцом, то — 0 и +  ctjk > a-tk для всех i , j , k .
Матрица N(A)  =  (o'.ij) называется матрицей показателей первичного полу

максимального кольца А.
Кольцо А  будем записывать в виде А  — \N (A ) .  О}. Ясно, что кольцо А  — 

нетерово с двух сторон.
Следующая теорема дает описание полумаксимальных колец.

Т еорем а 2.3 [16]. Следующие условия равносильны для полусовершенного 
полупервичного кольца А  :

(a) кольцо А  полу максимально;
(b) кольцо А  изоморфно конечному прямому произведению первичных полу

максимальных колец вида (iV (A ),0 }.

С лед стви е 2.4. Нетерово справа полупервичное S P S D -кольцо — нетерово 
слева.

Пусть О — дискретно нормированное кольцо, к О — Отт — его единственный 
максимальный идеал. Обозначим через H s (О) кольцо матриц вида:

О О 
тгО О

О О ' 
О О

ял о) =
7 г О  7 г О  ... О О 
7 г О  7 г О  ... тгО О

Ясно, что
0 0  . . . 0  0 '
1 0 ... 0 0

N ( H s( 0 )) =
1 1 

1 1

0 о
1 о

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Полусовершенные полудистрибутивные полунаследственные... 23

Как следует из [17], всякое нетерово наследственное полупервичное полусо- 
вершенное кольцо эквивалентно в смысле Мориты конечному прямому произве
дению колец вида H s( 0 ) и нескольких тел. Наоборот, все такие кольца являются 
полупервичными полусовершен- ными нетеровыми наследственными кольцами.

О пределен ие 8 . Модуль М  называется конечно представимым, если суще
ствует точная последовательность Р\ Ру >—>- М  0, где Pq и  Р\ — конечнопо- 
рожденные проективные модули.

Обозначим через ц а {М)  минимальное число образующих A -модуля М.

О пределен ие 9 [18]. Кольцо А  называется кольцом модульно ограничен
ного типа (м.о.т. кольцом), если существует натуральное число N  такое, что 
(лА(М)  <  N  для любого неразложимого конечно представимого модуля М.

Отметим, что если м.о.т. кольцо А  артиново, то оно является кольцом конеч
ного типа, т.е. имеет, с точностью до изоморфизма, конечное число неразложи
мых конечнопорожденных модулей.

Т еорем а 2.5. Нетерово справа полупервичное S P S D -кольцо А  является 
м.о.т. кольцом тогда и только тогда, когда А  является полуцепным кольцом.

Доказательство. Если кольцо А  является полуцепным, то по теореме 
Дрозда-Уорфилда любой неразложимый конечно представимый ^4-модуль яв
ляется полуцепным [19],[18]. Следовательно, кольцо А  является м.о.т. кольцом.

Наоборот, по теореме 2.2 достаточно показать, что полумаксимальное м.о.т. 
кольцо А  является полуцепным. Это следует из теоремы Михлера [17], дающей 
описание полупервичных полусовершенных нетеровых колец и следующей тео
ремы, доказанной в [2 0 ].

Т еорем а 2.6. Полумаксимальное кольцо А  является м.о.т. кольцом тогда 
и только тогда, когда А  является нетеровым полусовершенным наследствен
ным полупервичным кольцом.

С л ед стви е  2.7. Нетерово справа полупервичное S P S D -кольцо модульно 
ограниченного типа эквивалентно в смысле Мориты прямому произведению 
нескольких тел и нескольких колец вида H s(0). Наоборот, все такие кольца 
являются м.о.т. кольцами.

§3. S P S D S H -ко п ьц а

В этом параграфе мы рассмотрим полусовершенные полудистрибутивные 
полунаследственные кольца ( S P S D S H - кольца) с нетеровой диагональю.
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П р ед л о ж ен и е  3.1 [11], [21]. Если А  — наследственное (полунаследствен- 
ное) S P S D -колъцо и е2 =  е 6  А, е ф 0, то кольцо еАе является наследствен
ным (полунаследственным) S P S D -кольцом.

Хорошо известно (см., напр., [11]), что полусовершенные полунаследствен
ные кольца являются кусочными областями в смысле [2 2 ].

Колчан Q называется ацикличным, если в нем нет ориентированных циклов 
[23].

Стрелка о : г н» j  ацикличного колчана Q называется лишней, если суще
ствует путь из точки i в точку j  длины больше единицы.

Определение диаграммы конечного частично упорядоченного множества 
(ч.у.м.) [21], [9].

Пусть S  =  { с* !,.... а п} — конечное ч.у.м. с отношением порядка < , запись 
щ  < otj означает, что щ  < a j ъ щ ф  a>j. Диаграммой ч.у.м 5  называется колчан 
Г (5) с множеством вершин {1, . . .  ,п }  и из вершины г в вершину j  (i Ф j)  идет 
стрелка тогда и только тогда, когда а , <  aj  и не существует элемента ак такого, 
что ct; < ак < otj.

П р ед л о ж ен и е  3.2 [21], [9]. Ацикличный колчан Q является диаграммой 
конечного ч.у.м. S  тогда и только тогда, когда он не имеет кратных и лиш них 
стрелок.

В этом случае мы будем писать Q — T(S).

О п ределен и е 10. Минимальный (максимальный) элемент ч.у.м. S  будем 
называть изолированным, если в Г(б') из него выходит (в него входит) не более 
одной стрелки.

Элемент ч.у.м. S  будем называть экстремальным, если он является либо ми
нимальным, либо максимальным элементом.

Интервалом [а,/3] ч.у.м. 5  называется множество [а,/?] =  { 7  6  S  \ а  < 7  <
Я

Четырехэлементное ч.у.м. R  =  {a,b,c,d}  будем называть ромбом, если эле
менты 6 и с не сравнимы K a < b < d w . a < c < d .

Результаты [10] (следствия 3.22, 3.23, 3.24) можно сформулировать следую
щим образом.

Т еорем а 3.3. Первичный колчан PQ(A) полунаследственного S P S D -  коль
ца А  является диаграммой Г(5) конечного ч.у.м. S  не содержащего ромбов.

Пусть А  — полунаследственное S P S D -колъцо с нетеровой диагональю.
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В этом случае согласно [7], [8] представление (*) первичного радикала I  коль
ца А  имеет вид:

'  0 A i 2 ^ 4 . 1 3  • • - A i t - i A u  •

0 0 А - 2 3 • M t - i А ц

0 0 0 ■ A 3 t - i A ^ t

0 0 0 0 A t — i t

. 0 0 0 0 0

причем все кольца А& — fk A fk  нетеровы справа, наследственны и первичны.
Поэтому каждое кольцо А^ эквивалентно в смысле Мориты либо телу, либо 

кольцу H s(О).
Обозначим через A q прямое произведение колец А ], . . . ,  A t . Ясно, что A q 

является диагональю кольца А, А  — A q(3I (знак прямой суммы означает прямую 
сумму абелевых групп).

Пусть S  =  {«] , . . . ,  ап} — конечное ч.у.м., элементы которого занумерованы 
таким образом, что etj < щ  тогда и только тогда, когда i < j .

Рассмотрим кольцо В  = B (S ,D .  и ^ . Щ )  =  B(S,  D,U,Q),  где D — тело, Uij
— косые матричные единицы (skew m atrix units), tJj] — автоморфизмы тела 

= id, U =  (Uij),Q — =  1 , . . . ,  t)ujj 6  U (или, что то же самое
е В  ) тогда и только тогда, когда щ  < щ  и UijUjk =  Щк, если Uij,Ujk 6  U. 

Кольцо В  задается D-базисом (левым и правым) и соотношениями duij =  
UijdUii , ( Щ  е  Q). Кроме того, duijujk = Uijd^Ujk — UijUjkdi>î k =  иг̂ {к, 
откуда Щ: = UijWjk■

Следующие утверждения доказаны в [10].

Т еорем а 3.4. Каждое наследственное полудистрибутивное артиново коль
цо эквивалентно в смысле Мориты конечному прямому произведению неразло
ж имых колец вида B(S ,  D, U, Cl), где S  — конечное ч.у.м. без ромбов. Наоборот, 
каждое кольцо такого вида является наследственным полудистрибутивным 
артиновым кольцом.

Обозначим через А  — классическое кольцо частных кольца А  (если оно су
ществует) .

Т еорем а 3.5. S P S D S H -кольцо А  имеет классическое кольцо частных А, 
которое имеет вид: А  — A q ф I.

С лед стви е 3.6. Классическое кольцо частных А  полунаследственного 
S P S D -колъца А  является артиновым наследственным полудистрибутивным
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кольцом и первичный радикал I  кольца А  совпадает с радикалом Джекобсона 
R  кольца А.

Следствие 3.7. Первичный колчан PQ(A) полунс.следственного SP S D -  
кольца А  совпадает с колчаном Q{A) наследственного артинова полудистри- 
бутивного кольца А.

П редлож ение 3.8. Колчан кольца B (S , D, U, О) является диаграммой Г(5)
ч.у.м. S.

О пределение 11. Пусть А  — полунаследственное S P S D -кольцо с нетеровой 
диагональю. Весом вершины к будем называть число 0, если Af. эквивалентно 
в смысле Мориты телу. Если А к эквивалентно в смысле Мориты кольцу H s(0). 
то весом вершины к будем называть число 1 .

Вершину веса 1 мы будем обозначать О, а вершину веса нуль — •.

О пределение 12. Вершина i колчана Q называется истоком (стоком), если 
в нее не входит (из нее не выходит) стрелка ([23], §8 .6 ).

В случае, когда Q — Г(б'), где S  конечное ч.у.м., это означает, что элемент г 
является минимальным (максимальным) элементом S.

Имеет место такая теорема ([24], теорема 2.1).

Теорема 3.9. Наследственное справа S P S D -кольцо А  — нетерово справа.

Из теоремы 3.8 [21], используя терминологию настоящей статьи, получаем 
следующую теорему.

Теорема 3.10. Первичный колчан PQ(A)  наследственного справа S P S D -  
кольца А  является диаграммой Г(5) конечного ч.у.м. S, не содержащего ром
бов, причем, если вес вершины колчана Г (5) равен единице, то эта вершина яв
ляется минимальным элементом ч.у.м. S. Наоборот, если есть колчан Г (S'), 
являющийся диаграммой конечного ч.у.м. S, удовлетворяющий указанным вы
ше условиям, то существует наследственное справа S P S D -кольцо такое, что 
PQ(A) = F(S).

Отметим также, что наследственное справа S P S D - кольцо — полунаслед- 
ственно слева и его диагональ нетерова.

Через Q обозначим неориентированный граф, полученный из колчана Q сня
тием ориентации.

Нам понадобятся следующие простые диаграммы Дынкина (см. рис. 1).
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А
2 п-1

( п>1)
п

- •  ■■■ • — 

4 п-1 
3

( п > 4 )
п

6

1 2  4 5 6 7

Е : »------# 4------•-------• -------ф------ •
8 1 2 4 5 6 7 8

Рис. 1.
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Нумерация вершин такая же, как в [25, с.242]. В силу представления (**) 
для первичного радикала S P S D S H -колъца, А  следует, что первичный радикал 
I  такого кольца нильпотентен. Поэтому по следствию 1.4 кольцо неразложимо 
тогда и только тогда, когда его первичный колчан PQ(A)  связен.

О п ределен и е 13. [7]. Полусовершенное кольцо А называется первичным 
блоком, если его первичный колчан PQ(A)  связен.

Очевидно, первичный блок является неразложимым кольцом. Поэтому из 
теоремы 1 .1  получаем следующую теорему

Т еорем а 3.11. S Р S D S Н-кольцо единственным образом разлагается в ко
нечное прямое произведение первичных блоков.

Очевидно, конечное прямое произведение первичных блоков является м.о.т. 
кольцом тогда и только тогда, когда каждый первичный блок является м.о.т. 
кольцом.

Поэтому для описания S P S D S H - колец модульно ограниченного типа нам 
достаточно описать S P S D S H - кольца модульно ограниченного типа, которые 
являются первичными блоками.

Обозначим через t число вершин первичного колчана PQ(A)  полунаслед- 
ственного S P S D - кольца А  с нетеровой диагональю, которое является первич
ным блоком.

Из следствия 3.7 получаем, что, если S P S D S H -колъцо А  является первич
ным блоком, то наследственное артиново полудистрибутивное кольцо А  являет
ся блоком, т.е. колчан Q(A)  связен.

Нетрудно видеть, что справедлива такая теорема.

Т еорем а 3.12. Если S Р S D S Н-кольцо А  с нетеровой диагональю является 
м.о.т. кольцом, то артиновое наследственное полудистрибутивное кольцо А  
является кольцом конечного типа.

Поэтому из результатов [3, 4, 5] получаем такое следствие.

С лед стви е 3.13. Если первичный блок А  является S P S D S H -кольцом мо
дулъно ограниченного типа с нетеровой диагональю, то PQ(A) является одной 
из диаграмм Дынкина At, D t , E q, E j, Eg.

З ам еч ан и е  1. Если PQ(A) — Е^(к =  6 ,7,8), то t =  3,7,8.
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З ам еч ан и е  2 . Всюду в дальнейшем нумерация вершин первичного колчана 
PQ(A) кольца А, удовлетворяющего условиям следствия 3.13, такая же, как 
и нумерация вершин диаграммы Дынкина PQ(A)  (см. наст, параграф).

Отметим, что при этом клеточно-треугольный вид (**) не всегда сохраняет
ся.

По теореме 3.3 в случае, когда А  — первичный блок, P Q (A ) =  Г(5), где S
— связное конечное ч.у.м., не содержащее ромбов. В формулировке следующей 
теоремы мы выделяем вершины веса 0  и 1 и дополнительно указываем, какие 
вершины PQ(A)  являются минимальными элементами ч.у.м. S. Эта необходи
мость возникает при появлении вершин веса 1. Напомним, что вершина веса 1 
обозначается О, а вершина веса нуль — •.

Еще раз подчеркнем, что первичный блок А — это полусовершенное кольцо 
А. первичный колчан которого связен.

Т еорем а 3.14. Первичный блок А  является наследственным справа S P S D -  
ко.\ъцом модульно ограниченного типа тогда и только тогда, когда PQ(A) — 
T{S) является одной из следующих диаграмм Дынкина (см. рис. 2) с весами 
гфичем, все вершины веса 1 являются минимальными элементами ч.у.м. S.

§4. S P S D S H -к о л ьц а  м одульн о  огран иченн ого  ти п а

Л ем м а  4.1. Если А  полунаследсгпвенное S P S D -кольцо с нетеровой диаго- 
ча.1ъю, е — ненулевой идемпотент кольца А, то кольцо еАе также является 
S P S D S H -кольцом с нетеровой диагональю.

Доказательство следует из предложения 3.1 и представления (**) для пер
вичного радикала I  кольца А.

Из результатов [10] получаем такое предложение

П р ед л о ж ен и е  4.2. Если число вершин первичного колчана S P S D S H - 
кольца А  не превосходит двух, то это полуцепное кольцо.

С лед стви е 4.3. Всякое S P S D S H -кольцо А, в первичном колчане которого 
не более двух вершин, является кольцом модульно ограниченного типа.

О п ределен и е 14. Конечное ч.у.м. S  будем называть связным, если диа- 
гралша Г (S) ч.у.м. S  является связным колчаном.

Если первичный колчан S P S D S H -кольца А  связен и t  =  3, то очевидно, 
Г(5) =  PQ(A)  — A 3  и соответствующие ч.у.м. S  имеют следующий вид (см. рис. 
3):
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Рис. 2 .
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(i)

Рис. 3.

А =

0
Н Ж ) 0 6

D
я „(о 2)

D

0 0 D

Рис. 4.

В случае (i) веса всех вершин могут быть произвольными. Такое кольцо все
гда является полуцепным, и потому является кольцом модульно ограниченного 
типа.

В случаях (ii) и (iii), если веса всех вершин равны нулю, то, очевидно, кольцо 
А  является артиновым наследственным полудистрибутивным кольцом. Поэтому 
по теореме 3.14 кольцо является артиновым кольцом конечного типа.

Следовательно, можно считать, что в случаях (ii) и (iii) вес хотя бы одной 
вершины равен 1 .

Случай (ii). Предположим, что веса вершин 1 и 2 равны 1. Можно считать 
кольцо А  приведенным. Тогда А  имеет следующий вид (см. рис. 4), где O i и Ог
— дискретно нормированные кольца с общим телом частных D.

Задача описания конечно представимых А-модулей содержит, в частности 
такую задачу (см. рис. 5):

где А\ w А '2 — матрицы с коэффициентами из тела D  с одинаковым числом 
строк, причем, со строками матриц А\  и Л 2  можно производить любые элемен-
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А А

о2

Рис. 5

D

тарные преобразования над кольцом Ог, над столбцами А \ — любые элементар
ные преобразования над кольцом O i, над столбцами А% — любые элементарные 
преобразования над телом D.

Нетрудно видеть, что эта задача модульно неограниченного типа.
Точно также в случаях (ii) и (iii) веса двух последовательных вершин не 

могут иметь вес 1 .
Поэтому имеет место следующее предложение.

П р ед л о ж ен и е  4.4. Пусть А  — неразложимое S P S D S H -кольцо с нетеро
вой диагональю модульно ограниченного типа, в первичном колчане которого 
три вершины. Тогда либо кольцо является полуцепным, либо веса двух после
довательных вершин PQ(A)  не могут иметь вес 1.

Наоборот, все кольца такого вида являются кольцами модульно ограничен
ного типа.

Из результатов [10] получаем следующую теорему.

Т еорем а 4.5. Если все вершины первичного колчана S P S D S H -кольца А  
имеют вес 0, то А  — артиново наследственное полудистрибутивное кольцо.

Из этой теоремы и теорем 3.11 и 3.14 следует, что для описания м.о.т. 
S P S D S H -колец с нетеровой диагональю, нам остается описать неартиновы пер
вичные блоки таких колец, причем, если первичный блок неартинов, то хотя бы 
одна вершина его первичного колчана имеет вес 1 .

Рассмотрим первичные блоки указанных колец, в первичных колчанах кото
рых четыре вершины. Обозначим через А п диаграмму Эвклида Ап (см. рис. 6 ): 
(мы следуем терминологии и обозначениям [25, с. 242]).

Л е м м а  4.6. Пусть Г (S) — диаграмма конечного связного ч.у.м. S , состо
ящего из четырех элементов. Тогда Г(5) является либо диаграммой Эвклида 
Аз, либо одной из диаграмм Дынкина А 4 , D 4 .
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1 2  n п + 1

Рис. 6 .

Доказательство леммы осуществляется простым перебором случаев.
В случае диаграммы Эвклида ч.у.м. S  является следующим (см. рис. 7):

3  4

Рис. 7.

К ак следует из [24, §2], S P S D S H -колъцо А  с первичным колчаном PQ(A) — 
Г 5), где 5  — частично упорядоченное множество (1), явл яется кольцом модуль- 
нэ неограниченного типа.

В случае диаграммы Дынкина D 4  ч.у.м. S  является: одним из следующих 
см. рис. 8 ):

Именно такую нумерацию вершин первичного колчана PQ(A)  мы будем ис
пользовать в формулировке следующего предложения.

П р ед л о ж ен и е  4.7. Если первичный блок А, в первичном колчане которого 
четыре вершины, является неартиновым м.о.т. S P S D S H -кольцом с нете-
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ровой диагональю, то PQ(A)  = Г (S) является одной из диаграмм Дынкина 
A 4 ,D$, причем веса всех неизолированных экстремальных вершин равны ну
лю. Пусть PQ(A)  =  Г(5) =  D±. Если точка 3 экстремальна, то ее вес равен 
нулю и вес лишь одной из вершин 1,2,4 равен 1. В случае, если точка 3 не 
экстремальна и вес хотя бы одной из вершин 1 или 2 равен единице, то веса 
остальных вершин равны нулю. Если веса вершин 1 и 2 равны нулю, то веса 
вершин 3 и 4 могут быть произвольными.

Наоборот, все первичные блоки с первичными колчанами с четырьмя вер
шинами, указанного вида, являются кольцами модульно ограниченного типа.

В формулировке следующей теоремы А  означает полунаследственное S P S D - 
кольцо А  с нетеровой диагональю, являющееся неартиновым первичным блоком, 
в первичном колчане которого не менее пяти вершин. Предположим, что А  — 
кольцо модульно ограниченного типа. В этом случае PQ(A) =  Г (S) является 
либо диаграммой Дынкина At, либо диаграммой Дынкина D t . Обозначим через 
Si — {1,3,4} и 1S2 “  {1,2,4} подмножества ч.у.м. S  такого, что r(S ') =  D t .

Т еорем а 4.8. Если кольцо А  является м.о.т. кольцом, то веса всех неизо
лированных экстремальных вершин первичного колчана PQ(A) равны нулю. Ес
ли PQ(A)  — Г(5) =  D t, то веса вершин 1 и 2 равны нулю. Если вершина не 
является экстремальной в S, то вес ее равен нулю в случае, когда она является 
экстремальной хотя бы в одном из подмножеств Si или S^. Веса остальных 
вершин могут быть произвольными.

Наоборот, все первичные блоки с первичными колчанами указанного вида 
являются кольцами модульно ограниченного типа.

Доказательство этой теоремы основывается на результатах работ [6 ] и [26].
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