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С.  Ф.  К а м о р н и к о в ,  Ю.  В.  К р а в ч е н к о

ФУНКТОРЫ  ГАШЮ ЦА

Рассматриваются только конечные разрешимые группы. Используются оп
ределения и обозначения, принятые в [1, 2]. Напомним некоторые из них.

Пусть ЭЕ — непустой класс групп. Подгруппа Н  группы G называется X- 
проектором (или Э£-покрывающей подгруппой в терминологии работы [2]), если 
выполняются следующие условия:

1) Я 6 Э£;
2) из Н  С U С G, Uq < U и U/Uq Е X всегда следует НЩ  =  U.
В работе [3] Гашюц показал, что в любой группе существует единственный 

класс сопряжённых ^-проекторов, если X — непустая насыщенная формация. 
В [4] аналогичное утверждение доказано для классов Шунка. Напомним, что 
классом Шунка называется примитивно замкнутый гомоморф, т.е. класс групп 
X, обладающий свойствами:

1) каждая факторгруппа любой группы из X  также принадлежит X;
2) из того, что G /M q Е X  для любой максимальной подгруппы М  из G, 

следует всегда G Е X.
Выше через M q обозначается ядро подгруппы М  в группе G. т.е. наибольшая 

нормальная подгруппа группы G, содержащаяся в М.
В работе [5] Гашюц показал, что классами Шунка исчерпываются все проек

тивные классы, т.е. классы ЭЕ, относительно которых в любой группе существуют 
Х-проекторы. В связи с этим результатом возникает вопрос: существуют ли в 
группах другие классы сопряжённых подгрупп, свойства которых сохраняют
ся при гомоморфизмах и в содержащих их подгруппах групп. Отрицательный 
ответ на этот вопрос даётся в настоящей работе. При этом мы используем функ
циональный подход, основы которого заложены в работе [6].

Пусть А ,В  — группы, ф : А  -> В  — эпиморфизм. Пусть — некото
рая система подгрупп из А. В дальнейшем через №  обозначается множество 
{Н^ | Н  Е Г2}. Пусть © — отображение, которое ставит в соответствие каждой 
группе G некоторую непустую систему 0(G) её подгрупп. Говорят [7], что 0  — 
подгрупповой функтор, если выполняется следующее условие абстрактности:

(©(<?))* = Q(G*)

для любого изоморфизма ф каждой группы G.
Будем говорить, что 0  — проективный подгрзтшовой функтор, если:
1) 0(G) — класс сопряжённых подгрупп группы G;
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2) (@(G))^ С @(С? )̂ для любого эпиморфизма ф группы G;
3) если Я  € 0(G) и Я  С U С G, то Я  6 0(17).

Замечание. 1) В [6] Барнсом и Кегелем введено понятие так называемого 
включающего функтора, которое по сути совпадает с понятием проективного 
подгруппового функтора,.

2) Примером проективного подгруппового функтора является функтор, вы
деляющий в каждой группе множество всех её Х-проекторов, где X  — класс 
Шунка. В [6] такие функторы называются функторами Гашюца.

Следуя [6], назовём собственным классом проективного подгруппового функ
тора 0  класс групп

{G | 0(G) =  {G}}.

Барнс и Кегель изучили (см. [6]) ряд свойств собственного класса проек
тивного подгруппового функтора. В частности, они показали, что такой класс 
замкнут относительно фраттикиевых расширений и конечных прямых произве
дений. Другие свойства собственного класса исследуются в данной работе.

Теорема 1. Пусть 0  — проективный подгрупповой функтор. Тогда соб
ственный класс функтора 0  является классом Шунка.

Доказательство. Пусть X =  {G | 0(G) =  -{G}} — собственный класс проек
тивного подгруппового функтора 0 . Тот факт, что X  — класс групп, следует из 
отмеченного выше условия абстрактности.

Пусть группа G принадлежит классу X. Это означает, что 0(G) =  {G}. Тогда 
ввиду условия 2) определения проективного подгруппового функтора следует, 
что

G N /N  =  G /N  е Q(G/N)

для любой нормальной подгруппы N  группы G. Так как 0(G/Ar) — класс сопря
жённых подгрупп, то Q(G/N) = {G /N }. Значит, G /N  е X и класс X  является 
гомоморфом.

Пусть теперь G /M q € X для любой максимальной подгруппы М  группы G. 
Предположим, что 0(G ) ф {G}. Тогда в G найдётся собственная подгруппа R, 
принадлежащая 0(G). Заключим R  в некоторую максимальную подгруппу Я  
группы G. Так как 0  — проективный подгрупповой функтор, то RH q/H g € 
@(G/Hq). Отсюда и из равенства Q (G /IIg) =  {G /H q} следует, что R IIq/H q =  
G /H g , а значит, R H q — G. Но это невозможно, так как R H q С Я . Пришли к 
противоречию. Следовательно, 0(G) =  {G} и G e l .  Таким образом, класс X 
является классом Шунка. Теорема доказана.
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Замечание. Так как классы Шунка замкнуты относительно фраттиние- 
вых расширений, а разрешимые классы Шунка замкнуты относительно конеч
ных прямых произведений, то теорема 1 включает соответствующие резуль
таты работы [6].

Теорема 2. Пусть 0  — проективный подгрупповой функтор и X — соб- 
ственный класс функтора 0 . Тогда для любой группы G каждая подгруппа Я  
из 0(G) является Х-проектором группы G.

Доказательство. Ввиду условия 3) определения проективного подгруппово- 
го функтора следует, что Я  6 0 (Я ) . Так как все подгруппы из 0 (Я ) сопряжены, 
то 0 (Я ) =  {Я}, а значит, Я  € X.

Пусть теперь Я  С U С G, Uo <з U и U/Uq € X. Тогда из Я  С U и Я  € 0(G) 
следует, что Я  6 @(U). Так как U/Uq е X, то @(U/Uo) =  {?7/?7о}. Теперь из 
условия 2) определения проективного подгруппового функтора заключаем, что 
BU q/Uq G Q(U/U0), а значит, НЩ/ Щ  =  U/Uо- Таким образом, Я  — ЗЕ-проектор 
грчтигы G. Теорема доказана.

Следствие. Множество всех проективных подгрупповых функторов сов- 
"~мдает с множеством всех функторов Гашюца.

Sum m ary
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The notion of projective subgroup functor has been introduced and the connection 
of :hese functors and Gaschiitz functors has been studied
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