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В.  С.  М о н а х о в  

П Р О И З В Е Д Е Н И Е  С В Е Р Х Р А З Р Е Ш И М Ы Х  
Г Р У П П  Ш М И Д Т А

Рассматриваются только конечные группы. Все определения и обозначения 
стандартны, их можно найти в [1,2]. Группой Шмидта называют конечную 
ненильпотентную группу, все собственные подгруппы которой нильпотентны. 
Вопросы, связанные с существованием подгрупп Шмидта и с факторизацией 
группы подгруппами Шмидта, исследовались в [3-4]. В настоящей заметке до
казывается следующая

Теорем а. Если группа G = А В , где А  — сверхразрешимая подгруппа Шмид- 
пга, а В  — либо сверхразрешимая подгруппа Шмидта, либо циклическая под- 
-*с*/ппа, то n(G ) ^  3 и G"' — абелева 2-группа.

Здесь n(G) — нильпотентная длины группы G. a G'" — третий комму- 
группы G. Для компактности изложения материала назовем -группой 

гр уппу Шмидта с нормальной силовской р-подгруппой и ненормальной цикли
ческой силовской ^-подгруппой. Запись G — А В  означает, что группа G явля- 
ется произведением своих подгрупп А  и В , а [А\В — полупрямое произведение 

рмальной подгруппы А  и подгруппы В . Через lp(G) и d(G) обозначается р- 
ztzez  и производная длины группы G. Из свойств групп Шмидта (см. [1], §26.) 
непосредственно вытекают следующие две леммы.

Л е м м а  1. Факторгруппа S (р ^-группы  либо S/p ^-группа, либо циклическая 
q-группа.

Л ем м а  2. Тогда и только тогда S^p ^-группа  сверхразрешима, когда си- 
ловская р-подгруппа имеет простой порядок и q делит р — 1. В частности, 
группа Шмидта четного порядка сверхразрешима тогда и только тогда, когда 
она 2 -нилъпотентна.

Л е м м а  3. (Теоремы VI.10.1,VI.4.4 [2]) Если G = А В , подгруппы А  и В  
циклические, то G сверхразрешима и d(G) -<J 2.

Л е м м а  4. (Теорема Ш.11.5 [2]) Если G — А В  -—р-группа, А  и В  — цикли
ческие подгруппы и р > 2 , то G метациклическая.

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. К

ОРИНЫ



42 Монахов B.C.

Отметим, что существует группа порядка 16, которая является произведе
нием двух циклических подгрупп, но не является метациклической.

Л е м м а  5, Если G — р-разрешимая группа с метациклической силовской 
р-подгруппой u p  > 2 , то lp(G) <  1 .

Доказательство. По индукции подгруппа Фраттини единична и в группе 
нет неединичных нормальных //-подгрупп. Кроме того, в группе G единствен
ная минимальная нормальная подгруппа. Поэтому, Р = Op(G) — элементарная 
абелева р-подгруппа, совпадающая со своим централизатором и имеющая в G 
дополнение. Поскольку силовская р-подгруппа в группе G метациклическая, то 
порядок Р  равен р или р2. Если |Р | =  р. то G /P  — циклическая группа порядка, 
делящего р — 1, и Р  силовская в G. Если |Р[ =  р2, то G /P  ~  G L(2 . р) и порядок 
силовской р-подгруппы группы G делит р3. Теперь по лемме 1 [5] подгруппа Р  
опять силовская в G. Лемма доказана.

Следующая лемма содержится в [6], приведем её доказательство.

Л е м м а  6. Пусть G — 2-группа, являющаяся произведением двух своих ци
клических подгрупп. Тогда любая нормальная подгруппа, имеющая в G допол
нение, порождается одним или двумя элементами.

Доказательство индукцией по порядку группы. Пусть G — А В  — бицикли- 
ческая 2-группа, являющаяся произведением двух своих циклических подгрупп 
А и Б , и пусть N  — нормальная подгруппа, имеющая дополнение К  в груп
пе G. Если подгруппа Фраттини Ф(N) отлична от единичной подгруппы, то по 
индукции |ЛГ/Ф(ЛГ)| =  2 или 4 и по теореме Бернсайда о базисе подгруппа N  
порождается одним или двумя элементами. Пусть Ф (N ) =  1. Тогда N  — элемен
тарная абелева группа, а так как N  нормальна в G, то пересечение N  П Z(G) 
с центром отлично от 1. Д ля подгруппы Т  порядка 2 из этого пересечения по 
индукции |iV/T| ^  4, поэтому можно считать, что \N\ =- 8 . Пусть С = C g(N ). 
Тогда С  нормальна в G и если L — С  П К  ф 1, то по индукции подгруппа 
N L /L  ~  N  имеет порядок 2 или 4. Поэтому следует считать, что N  = С. Те
перь G /N  изоморфна подгруппе группы автоморфизмов группы N , которая 
изоморфна G L(3,2), и К  изоморфна подгруппе группы диэдра порядка 8, в 
частности, экспонента К  делит 4. Если ab~l — произвольный элемент группы 
G .n  6 N , к € К , то (пк~ 1) 4 =  (п к~ 1п к~ 1)(пк )2 =  ппкп к̂ п к3 =  =  1, т.е.
группа G имеет экспоненту 4. Поэтому |£?| =  16, |А| =  |Б | =  4, А П В  — 1. Теперь 
центр Z  = Z(G) — нециклическая подгруппа порядка 4 по теореме V I.10.1 [2]. 
Группа G имеет разложение в смежные классы по центру: G ~  Z U n Z U kZ U n kZ ,
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Произведение сверхразрешимых групп Шмидта 43

где n & N \ Z , ( k )  = К . В Z ,n Z , k,Z все элементы имеют порядок 2, поэтому об
разующие элементы а и Ъ подгрупп А  и В  содержатся в смежном классе nkZ . 
Но если а = n k z \ . b =  nkz?, то а2 — (пк )2 =  62 и АГ\В ф 1, противоречие. Лемма 
доказана.

Л е м м а  7. Если в разрешимой группе G силовская 2-подгруппа является 
произведением двух циклических подгрупп, то G /  Оу p{G) либо имеет нечет
ный порядок, либо изоморфна S3 . В частности, h \G )  ^  2.

Доказательство. По индукции можно считать, что подгруппа Фиттинга F  
является 2-группой. Пусть Ф — подгруппа Фраттини группы G. Так как по тео
реме III.4.5 [2] факторгруппа F* — F / Ф является подгруппой Фиттинга группы 
G* =  G/Ф и F* — прямое произведение минимальных нормальных подгрупп 
группы (?*, то F* — Cg*(F*) и F* дополняема в группе G* по лемме П1.4.4 [2]. 
По лемме 6 порядок подгруппы F* равен 2 или 4. Если |F*j — 2, то F* =  G* 
и G — 2-группа. Если \F*\ — 4, то G /F  ~  G*/F* изоморфна подгруппе группы 
GL(2,2) ~  S 3 и либо \G /F\ нечетен, либо G /F  ~  S3 . Лемма доказана.

Л ем м а  8 . Если группа G — А В  имеет нечетный порядок и все силовские 
подгруппы в А  и В  циклические, то G сверхразрешима и d(G) ^  3.

Доказательство. По теореме 1 [7] группа G сверхразрешима. Поэтому ком
мутант G' нильпотентен. Так как по лемме 4 в группе G все силовские подгруппы 
метациклические, то d(G') < 2 и d(G) ^  3.

Л е м м а  9. Класс всех групп, у которых третий коммутант является абе
левой S-группой, образует формацию.

Доказательство. Рассматриваемый класс групп замкнут относительно гомо
морфных образов, подгрупп и прямых произведений. Поэтому этот класс будет 
формацией.

Доказательство теоремы проведем индукцией по порядку группы G. Заме- 
гюл. что все силовские подгруппы в А и Б  циклические. Если порядок группы 
нечетен, то G'" =  1 по лемме 8. Пусть порядок группы четен и А  — [P}Q — 
сверхразрешимая подгруппа Шмидта, где |Р | =  р, Q — циклическая силовская 
g-подгруппа и q делит р — 1. Если силовская 2-подгруппа в G циклическая, то 
G 2-нильпотентна. Если силовская 2-подгруппа группы G не циклическая, то А  
z В  — группы четного порядка с циклическими подгруппами индекса < 2 и G 
газрешима по теореме 1 [5]. Итак, в любом случае группа G разрешима.
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44 Монахов B.C.

Пусть Р  — подгруппа Фиттинга группы G. Если F  циклическая, то G /C q {F) 
как группа автоморфизмов циклической группы будет абелевой и G" — 1. Пусть 
в дальнейшем подгруппа F  не циклическая. По лемме 9 в группе G единственная 
минимальная нормальная подгруппа, поэтому F  — либо р-группа, либо д-группа.

Пусть F  — р-группа. Так как р > 2 и lv{G) sC 1 по лемме 5, то F  — си
ловская р-подгруппа группы G и Р  <  F . Кроме того, F  =  [Рг]Р, где Р% — 
силовская р-подгруппа из В  и Р^ = F  П В  нормальна в В. Если В  — груп
па Шмидта, то \Р-2.\ — р  и G /F  — произведение двух циклических групп в 
любом из рассматриваемых в теореме случаях. По лемме 3 второй коммутант 
G" ^  F . Если F  абелева, то G'" =  1 и теорема справедлива. Пусть F  неабеле
ва. Тогда подгруппа В  циклическая, F  = [Р?\Р — М п(р) по теореме 5.4.4 [8] и 
F ' ^  Рг- Пусть (х ) — нормальная подгруппа группы G простого порядка из F 1. 
По индукции (G /(x ))'" =  G '"(x)/{x) — абелева 2-группа, поэтому G"' ^  (х). Ес
ли С  =  Сс{{х)) ф G, то С — {А П С )В  — произведение дзух циклических групп 
и С" — 1. Так как G /C  — циклическая g-группа, то G"' — 1. Пусть х  6  Z{G). 
Тогда по теореме 5.4.3 [8] подгруппа П] (F) =  Р х  (ж), а так как Пх(Р) нормальна 
в G и (G /O i(P ))"  =  G "l\{F )/£ li(F )  =  1, то G”’ ^  (O i(P ))' =  1. Итак, в случае 
F  — р-группа, всегда G" 1 =  1.

Рассмотрим теперь второй случай — случай, когда F  — «/-группа. Если q > 2, 
то lq{G) ^  1 по лемме 5 и Р  — силовская подгруппа группы G. Теперь подгруппа 
Q =  А  П Р  нормальна в А, противоречие. Поэтому д =  2 и  G /F  ~  S 3 по лемме 7, 
т.е. |Л| — 2°3, G" ^  Р  и n(G) ^  3. Так как силовская 2-подгруппа в G является 
произведением двух циклических подгрупп, то F"  =  1 и G1" — абелева 2-группа, 
Теорема доказана.

С лед стви е 1. Если в условии теоремы один из факторов имеет нечетный 
порядок, то G дисперсивна и G"' — 1.

Доказательство. Поскольку силовская 2-подгруппа в группе циклическая, 
то группа G 2-нильпотентна, а так как 2 '-холловская подгруппа группы G свер- 
хразрешима по лемме 8 , то группа G дисперсивна. Д ля оценки производной 
длины воспользуемся индукцией по порядку группы G. По индукции подгруппа 
Фиттинга Р  — нециклическая р-подгрунпа в обозначениях доказательства тео
ремы и для группы возможен только первый случай из этого доказательства. 
Но в этом случае всегда G'" =  1. Следствие доказано.

С лед стви е 2. Если группа G =  А В , где А  — сверхразрешимая подгруппа 
Шмидта, а В  циклическая нечетного порядка, то G сверхразрешима.

Доказательство проведем индукцией. Достаточно найти в группе G нор
мальную подгруппу простого порядка. Пусть А  == [P]Q — сверхразрешимая
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Произведение сверхразрешимых групп Шмидта 45

S(j,)q)-подгруппа. Если q ф  2. то G сверхразрешима по лемме 8 . Пусть q =  2. 
Если р не делит порядок В , то G сверхразрешима как группа, в которой все 
силовские подгруппы циклические (теорема IV.2.11 [2]). Поэтому В  = Р2 х Н , 
где Pi — силовская р-подгруппа из В ,  а Н  — р'-подгрупиа в В . По следствию 1 
группа G дисперсивна, поэтому по индукции подгруппа Фиттинга F  — Р  хРъ — 
единственная минимальная нормальная подгруппа группы G, её порядок равен 
р2 is.F силовская в G. Произведение М  — Q H  по теореме Т.VI.4.6 [2] можно счи
тать р'-холловской подгруппой группы G. Теперь N q(H ) > (Q,B).  Если Н  — 1, 
то Р  нормальна в G.  Пусть Н  ф 1. Тогда Nq(H )  — Q B  и Р2 =  F  П Nq{H)  
нормальна в G. Следствие доказано.

С ледстви е  3. Если группа G = А В , где А  и В  — сверхразрешимые подгруп
пы Шмидта, то G'" =  1.

Доказательство проведем индукцией по порядку группы G. Пусть А  = [P}Q 
и В  — [i?]S — сверхразрешимые группы Шмидта, |Р | =  p. \R.\ =  г, Q и S  — 
циклические силовские подгруппы. Если порядок одного из факторов нечетен, 
то G'" =  1 по следствию 1. Пусть оба фактора имеют четный порядок. Тогда Q 
и S  — 2-группы. По индукции подгруппа Фиттинга F  примарна.

Если F  имеет нечетный порядок, то F  — силовская подгруппа группы G и F  
либо циклическая, либо элементарная абелева порядка р2 и G /F  — произведение 
двух циклических 2-групп. В любом случае G" sC i p и G”' — 1.

Если F  — 2-группа, то G /F  ~  S 3 по лемме 4 и подгруппа Р  =  R  — нормальна 
в G, противоречие.

Следующие примеры показывают, что оценки, полученные в теореме и её 
следствиях, являются точными.

П р и м ер  1. Симметрическая группа S4 степени 4 является произведением 
сверхразрешимой подгруппы Шмидта S3 и циклической подгруппы ((1234)) по
рядка 4. Нильпотентная и производная длины группы Si равны 3.

П р и м ер  2. Группа G =  G L(2,3) допускает факторизацию G — А В , где

порядка 8 . Нильпотентная длина группы G L(2,3) равна 3, а производная длина 
- 4.

П р и м ер  3. Пусть р — простое нечетное число и Ср — циклическая группа 
порядка р. Эта группа обладает автоморфизмом а  порядка 2 . Зададим отображе
ние ^  : S4 —»■ {а) следующим образом: <р(т) = а, если г  — нечетная перестановка 
и Iр(т) =  1, если т — четная перестановка. Тогда ip — гомоморфизм группы
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54 на (а), ядро которого совпадает с Л 4 . Рассмотрим полупрямое произведение 
G =  \Cp\Si относительно гомоморфизма <£>. Тогда G — 5з([Ср]{(1234))) есть про
изведение двух сверхразрешимых подгрупп Шмидта четных порядков, причем 
G — недисперсивная группа с n(G) — 3 и d(G) =  3.
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It is considered a finite group G =  A B  provided that A  is a supersolvable minimal 
nonnilpotent group and either В  is a cyclic group or В  is a supersolvable minimal 
nonnilpotent group. It is proved that the nilpotent length of the group G at most 3 
and G'" is an abelian 2-group.
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