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О С У Щ Е С Т В О В А Н И И  ^ - К Р И Т И Ч Е С К И Х  Ф О Р М А Ц И Й

Рассматриваются только конечные группы. Используемые определения и 
обозначения см. [1—3].

Проблема классификации формаций того или иного вида является одной из 
основных задач теории формаций. Как известно, существенную роль в реали­
зации задачи классификации локальных формаций играют так называемые ми­
нимальные локальные не ^-формации [4] (или иначе ^-критические формации 
[5]), т.е. такие локальные формации $  g  Sj, у которых все собственные локальные 
подформации содержатся в классе групп Sj. Впервые особая роль минимальных 
локальных не ^-формаций была отмечена Л.А.Шеметковым в его докладе на 
VI симпозиуме по теории групп [4], Там же им была поставлена задача изуче­
ния такого рода формаций. Общие свойства .^-критических формаций, а также 
описание таких формаций для целого ряда "классичес.ких"формаций получены 
в работах А.Н.Скибы (см., в частности [5-7]). Итоговый результат в этом направ­
лении достигнут в работе [7], где получено описание минимальных локальных 
не ^-формаций для случая, когда S) — произвольная формация классическо­
го типа (т.е. $) имеет такой локальный экран, все неабелевы значения которого 
локальны). Результаты о минимальных локальных не ^-формациях широко ис­
пользовались при решении различных вопросов теории локальных формаций 
(подробнее, см. [1,3]).

Стремительно развивающаяся в последние годы теория частично локальных 
формаций, наряду с разработкой новых специфических методов исследования, 
активно использует методы и конструкции развитые в теории локальных фор­
маций. Одним из таких методов является метод критических формаций.

Вопросу классификации критических ш-локальных формаций посвящены ра­
боты [8-11]. Завершающий результат в этом направлении получен автором дан­
ной заметки в работе [11], где дано описание минимальных ш-локальных не Sj- 
формация, в случае когда 55 — произвольная формация классического типа. 
Вопрос же о существовании критических w-локальных формаций оставался от­
крытым.

Нами доказана следующая

Т еорем а. Пусть $) — формация классического типа, 3  — непустая и- 
локальная формация. Тогда если J  % S), то в $  имеется по крайней мере одна 
минимальная ш-локалъная не f i -подформация.
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Напомним некоторые определения и обозначения используемые в работе. 
Пусть ш — произвольное непустое множество простых чисел. Непустая форма­
ция 3  является и-локальной, если ей принадлежит всякая группа G с G / (Ош(С)П 
Ф(С)) € S' [11]. Пусть ft — некоторый класс групп, Локальная формация 3  на­
зывается минимальной ш-локальной не ^-формацией (^^-критической форма­
цией), если $  Sj, но все собственные ш-локальные подформации из 5" содержат­
ся в классе групп Sj. Следуя работе [13] символом GW(i обозначается наибольшая 
нормальная в G подгруппа, у которой каждый композиционный фактор являет­
ся wrf-группой (если таких подгрупп в G нет, то полагают G ^  — 1). Функцию ви­
д а /  : wU{a/} — > {формации} называют ш-локальным спутником. Через LFUJ(f)  
обозначают класс всех таких групп G, что G /G ud € f W )  и G/Fp(G) 6 f{p)  для 
любого р G ш П 7r(G'). Е с л и  формация 3  такова, что 3  =  L F ^ f ) ,  то говорят, что 
/  — из-локальный спутник формации

В дальнейшем через А  I В  будем обозначать регулярное сплетение групп А 
и В.

Д ля доказательства основного результата нам понадобятся следующие из­
вестные факты.

Л ем м а 1 [13]. Е сл и $  — P form jf и /  — минимальный и>-локальный спутник
3, то:

1) /(р )  =  form(G / Fp(G)\G G Ж) для всех р € ш П 7г(Э£)/
2) / ( a / )  =  form(G/Gwd|G € £);
3) если 3  =  LFu(h), h — ш-локальный спутник, р € ш, то

Д р) = form (G |G  е  h ( p ) f ) 3 , O p(G) =  1).

Л ем м а 2. Пусть А  6 format. Тогда

А /А Ш(1 6 fотт(В/Вша\В 6 X).

Л ем м а 3 [1]. Пусть А  — монолитическая группа с монолитом Р. Тогда 
если Р  % Ф(Л), то form (A /P) — единственная максимальная подформация 
формации formA

Л ем м а 4 [13]. Е с л и $  — LFu ( f ) и G/O p(G) G \?П /(р), для некоторогор 6 w, 
mo G € S-

Л емма 5. Пусть $  =  L F ^ ( f )  и f  — минимальный ui-локальный спутник 
формации 3- Тогда если 3  — LFu (h), то

/ ( a / )  -  form(G|G 6 h{ы ')П $  и Gud =  1).
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Доказательство. Пусть t — такой и-локальный спутник, что t(p) — f(p)  
для любого р  € из и =  form (GIG 6 h(u') П $  и Gu<i =  1). Ввиду леммы 1 
/(u /)  =  form(G/GW(i|G G 30- Поэтому t(u /) С /(а /) .  Следовательно, t  <  / .  С 
другой стороны, для любой группы G £ 5  имеем G / G ^  6 /i(w'). Кроме того, 
поскольку {GjGwd)ud — 1) то G /G ud е  i(w'). Значит, /(и /)  С f(a/). Последнее 
означает, что /  ^  t. Таким образом, t =  / .  Лемма доказана.

Л емма 6. Пусть G — монолитическая группа с неабелевым монолитом R. 
Тогда формация 5  =  Z^formG имеет единственную максимальную ш-локальную 
подформацию 971 =  PformX, где Ж — такой класс групп, что Н  Е 3£ тогда и 
только тогда, когда Н  изоморфна одной из следующих групп:

a) QI ((G /R ) /O q(G /R )) , где \Q\ =  q € и;Птт(Д);
5; Q I (G /Fg(G)) , где \Q\ = q G из П (tt(G) \  тг(Л)); 
в; G/Л .

Доказательство. Пусть #  и Ш  — формгщии из условия леммы, /  и т  — 
минимальные из-локальные спутники формаций $  и ЙЛ соответственно. Согласно 
лемме 1

{form(G/Fp(G)), если а =  р 6 о ) П tt(G);
0 ,  если а =  р 6 из \  ir(G);

form(G/Gwd), если а — и ' .

Возможны два следующих случая:
1) n ( R )  П из =  0 ;  2) 7r(J?) Пы ф  0 .
Пусть имеет место 1). Тогда

=  (Я |Я  ~  G/Л  или Я  ~  Q I (G /Fq{G)),\Q\ = я еиз  П tt(G)).

Обозначим через L  =  [A ](G /i^(G )), где Л — база сплетения групп Q и 
G /F q(G). Используя лемму 1 найдем значения спутника гп для всякого а 6 
из U {о;'}.

Пусть Н е Х , а  = р€изГ \ n(G). Покажем, что т.(р) =  form (G/Fp(G)) — f(p).  
Действительно, согласно лемме 1 тп(р) =  {отт(Н/ Fp(H )\H  е X). Значит, если 
Я  ~  G /R ,  то H /F p(H ) ~  (G /R ) /F p (G /R ). Поскольку Л — сУ-группа, то Л  С 
Fp(G). Значит, FP(G /R) — Fp(G )/R .  Следовательно,

H /F P(H) ^  (G /R ) /F P(G /R ) =  (G /R )/(F p(G )/R)  ~  G /F p(G).

Пусть теперь Я  ~  Q i (G /F 9(G)), |Q| =  5 € w П tt(G)), т.е. Я  ~  L.
Если q — p, t o  Fp(L) =  4 и

H /F V{H) ~  L /F p(L) ~  G/FP[G).
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124 Сафонова И.Н.

Если же q ^  р, то при р $  тг(£) имеем L /F p(L) =  1, а при р G тг(L) имеем 
А  С Fp{L) и

H /F p(H) ~  L /F p(L) ~  (G /Fq(G))/Fp(G/Fq(G)).

Так как G /F q(G) G S  и р 6 ir(G/Fq(G)), то по лемме 1

(G/Fq(G))/Fp(G/Fq(G)) G /(р ) -  form (G/Fp(G)).

Таким образом, из приведенных выше рассуждений следует, что т(р) = 
form{G/Fp(G)), т.е. m(p) =  /(р ).

Пусть теперь о =  о/. Покажем, что т(и') =  form((G /R)/(G /R ,)ud). Действи­
тельно, если Н  ~  G /R ,  то Н /Н ша ~  (G/ i?)/ (G / R)ud- Пусть Н  ~  L. Так как А — 
д-группа, q G w, то Л С Поэтому L/L^d, -  (G/ Fq(G))/ (G/ Fq(G))uld. Однако, 
поскольку Л  С Fq(G), то G /F q(G) G form(G/i?). Значит, ввиду леммы 2

L/Lud  ~  (G /Fq{G))/(G/Fq(G))ud 6 Ь г т ( ( С /Л ) / ( С /Д Ы .

Итак, m(w') =  f o n n ( ( G / R ) / ( G / R ) ua ) ■
Учитывая изложенное получаем

m(a)
' form (G /Fp(G)), если a =  p £ w f l  7f(G);

0 ,  если a =  p G ш \  7r(G);
ч form ((G /i?)/(G /i?)wd), если a =  a/.

Очевидно, что m  < / .  Поэтому ЯЛ С S-
Пусть f — такой ш-локальный спутник, что £(») =  /(р )  для любого р  G ш 

и г(а/) =  form(G/i?). Обозначим через £  формацию LFw{t). Покажем, что £
— единственная максимальная ш-локальная подформация S- Поскольку, t  ^  /  
то £  С S- Кроме того, так как ввиду леммы 3 form(G/jR) — единственная 
максимальная подформация forrnG, то £  С S'- Пусть теперь £] — произволь­
ная собственная ш-локальная подформация формации S, h  ~  минимальный 
ш-локальный спутник £ i .  Тогда t\ (р) С /  (р) =  i(p) для любого р G и; и 
ti(w ') С / ( a / )  =  form(G/Ga,d) =  formG.

Если t i (wr) — f(u/ ) ,  то G G £ i. Но тогда 5  С £ ь  что невозможно. Значит, 
С /(a ;') =  formG. Но тогда ti(w ') С form(G/i?) =  t(w'). Таким образом, 

t\  < t. Следовательно, £ i  С £  и £  — единственная максимальная w-локальная 
подформация S-

Покажем теперь, что G /R  G £. Действительно, если G /R  0  £ , то 
/wform(G/i?) % £ . Значит, 1Шform(G/i?) =  S- Но тогда используя леммы 1 и 
3 получаем

/(a / )  =  form ((G /i?)/(G /i?)wd) С form (G/i?) С formG =  /(w ')-
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Противоречие. Итак, G/R, е  £. Но тогда t — внутренний ш-локальный спутник 
формации £. Пусть I —- минимальный ш-локальный спутник формации £  При­
меняя лемму 5 получаем l(w') =  form((G /  R) /  (G j R)ud). Кроме того, поскольку 
m(jp) =  f (p)  для любого р € и, то тп =  I. Следовательно, 9Л =  £  и — един­
ственная максимальная ш-локальная подформация 3".

Пусть теперь имеет место 2). Обозначим через L  =  [A\(G /  Fq(G)), где А
— база сплетения групп Q и G /F q(G), q € ш П (tt(G) \  7г(Д)), а через М  =  
[.B]((G /R)/O q(G /R )), где 5  — база сплетения групп Q и (G /R ) /O q(G /R), q € 
ш П 7r(R).

Тогда X  =  (Н \Н  ~  L или Н  ~  М или Н  ~  G/R).
Снова используя лемму 1 найдем значения минимального w-локального спут­

ника m формации 971 для всякого а из w U {w'j .
Пусть Н  е Х и а = р е  шП7г(Л). Покажем, что m(p) =  form ((G /  R) /  Op(G /  R ) ) . 

Действительно, если Н  ~  G/Л , то H /F p(H ) ~  (G /R ) /F p(G /R ). Поскольку 
Op(G /R)  С Fp(G/R). то

H /F p(H) ~  (G /R ) /F P(G /R ) € foTm{(G/R)/Op{G/R)).

Если i?  ~  Ь, то ввиду того, что с/ ^  р имеем .А С Fp(L) и

H /F P{H) ~  £ / В Д  ~  (G /Fq(G))/Fp(G/Fq(G)).

Так как q £ -к(Л), то Л  С Fq(G). Следовательно, G /F q(G) € form(G/R).  Кроме 
того, поскольку

Op(G/Fq(G)) С Fp(G/Fq(G)),

то
(IG/Fg(G))/Fp(G/Fq(G)) € {orm((G/Fq(G))/Op(G/Fq(G))) С

form( [G /R )/О р (G /  Л )).

Итак, H /F p(H) Е form( (G /R )/O p{G/R)).
Пусть Я  ~  М .  Тогда при q =  р имеем FP(M) — В  и

H /F P(H) ~  М / Р( М)  ~  (G /R )/O p(G /R ).

Если g /  р, то S  С Fp(m) и Og(G /R ) С Fp(GjR).  Значит,

M /F P(M) ~  ( (G /R ) /O q(G /R ))/F p((G /R )/O q(G /R))  ~  (G /R ) /F P(G /R ) е

form ( (G /R )/O p(G/R)).

Таким образом, m(p) = fo im ((G /R )/O p(G/R)).
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Пусть теперь а = р G шП(я ((?)\7г(Д)). Покажем, что т(р) =  form(G/.Fp(G)). 
Действительно, если Н  ~  G /R , то H jF p{H) ~  (G /R )/F p(G /R). Так как р ^ 
тг(Л), то R  С Fp(G). Следовательно, FP(G/R) FP(G )/R.  Поэтому

Н / FP{H) ~  (IG /R )/F P(G /R ) =  (G /R )!(F P(G )/R ) ~  G /FP(G).

Пусть Я  ~  L. Тогда при g =  р имеем FP(L) =  А  и

H /F P(H) ~  Х / В Д  ^  G /F P(G).

Если же q ^  р., то А  С Fp(L) и L /F p(£) (G /F q{G))/Fp{G/Fq(G)). Так как 
G /F q(G) G то при jj G n(G/ Fq(G j) получаем

(G /Fg(G))/Fp(G/Fq(G)) G /(р )  =  form (G/Fp(G)).

Если ж е р  0  ir(G/ Fq(G)), то

(G/Fg(G))/Fp(G/Fq(G)) -  1 G form(G/Fp(G)) =  /(p)-

Следовательно, H /F p(H ) G form (G/Fp(G)).
Пусть H  ~  M. T ik  как q ^ p ,  то В  С FP(M) и Oq{G/R) С Fp(G /R). Поэтому 

Fp((G /R ) /O q(G /R)) = Fp(G /R )/O q(G /R)  и

M /F P(M)  ~  ( (G /R ) /O q(G /R )) /F p((G /R ) /O q(G /R))  ~

(G /R )/F P(G /R) = (G /R )/(F P(G)/R)  ~  G /F p(G).

Итак, m(p) =  form(G/Fp(G)).
Пусть наконец a =  а/. Если Я  ~  G /R ,  to

Н / H^d -  (G /R ) / (G /R ) ljd ~  G/G^d-

Поэтому form (G/Gwd) С гп(и>!). Далее, поскольку ввиду леммы 4 группы L и 
М  принадлежат формации S formG, то в силу леммы 2 группы L/L^d  и 
М /M ud принадлежат / ( a / )  =  form(G/GW(j). Таким образом, т(ш') = f  (шг).

Из приведенного описания следует, что

{fo rm ((G /i?)/0P(G /i?)), если a =  р G wfl7r(i?);
form (G/Fp(G)), если а =  р G w П (vr(G) \  7r(i?,));

0 .  если а = р € и> \  7г(G);
form (G/G(J£i), если а = и>'.

Снова через £ обозначим такой и -локальный спутник, что t(a) = f (a)  для 
любого a G (ш \  7r(R)) U {а/} и t(a) =  form {G/R) для любого а =  р G w П 7г(Л),
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а через £  формацию L F ^ t ) .  Аналогичным образом можно показать, что £  — 
единственная максимальная w-локальная подформация Поскольку при этом 
для любого a G (ш \  7Г(Д)) U {о;'} m(o) =  /( а )  — t(a) и для всех а =  р Е и> П 7Г(Д)

т (р ) =  form((G/ R ) / Op(G/ R))  С forrn(G/fi) =  t(p) С O'!Рт(р),

а ЭТрт (р )  — значение на р максимального внутренненго и>-локального спутника 
к формации Ш, то t  ^  к. Поэтому £  С ЯЛ. Но тогда 9Я =  £ . Следовательно, Ш
— единственная максимальная из-локальная подформация формации Лемма 
доказана.

Доказательство теоремы. Рассмотрим два возможных случая: 1) ^ П б  Q Й:
2) З П 6

Допустим, что имеет место 1). И пусть G — группа минимального порядка 
из #  \  (fj П 6 ) .  Тогда G — монолитическая группа с неабелевым монолитом 
R. По лемме 6 формация £  =  /“formG имеет единственную максимальную ш- 
локальную подформацию Ш lufonnX, где X  — такой класс групп, что Н  € X 
тогда и только тогда, когда Я  изоморфна одной из следующих групп:

а) Q I ((<G /R ) /O q(G /R )) , где \Q\ =  д 6 w П тг(Д);
б) Q I (G /F q(G)) , где \Q\ =  q € w П (tt(G) \  тг(Д));
в) G/Д .
Обозначим, как и прежде, через I/ =  [A]{GjFq(G)), где Л — база сплетения 

групп Q и G /Fg(G), q <=иП (тr(G) \  тг(Д)), и через М  =  [B]((G/R)/Oq(G/R)), 
где В  — база сплетения групп Q и (G /R ) /O q(GjR), q € w f l7г(Д).

Поскольку G/Д  — разрешимая группа и Д  С Fq(G) для всякого q 6 wfl(7r(G)\ 
7г(Д)), то разрешимыми являются и группы L и М . Но # П 6  С Sj. Значит, группы 
L h M  принадлежат формации Sj. Поэтому ЯЛ С S) и £  — искомая минимальная 

локальная не ^-формация.
Пусть теперь имеет место 2). И пусть G — группа минимального порядка из

П ©') \  Sj. Обозначим через £  формацию PforrnG. Ясно, что £  % ft. Ввиду 
замечания 3 (см. [13] с. 18) формация £  содержит конечное число ш-локальных 
подформаций. Поэтому в £  найдется, по меньшей мере, одна минимальная ш- 
локальная не ^-подформация. Теорема доказана.

Приведем несколько следствий доказанной теоремы.

С л ед стви е  1 [9]. Пусть Sj — 2-кратно локальная формация, $  — ш- 
локальная формация. Тогда если S’ £= rno в г? имеется, по крайней мере, 
одна минимальная ш-локальная не Sj-подформация.

В случае когда ш — множество всех простых чисел из теоремы вытекает
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С лед стви е 2 [7]. Пусть локальная формация 3  % Sj, где S) — формация 
классического типа. Тогда в 3, имеется по крайней мере, одна минимальная 
локальная не f i -подформация.

Sum mary

I.N.Safonova. On existence of i^ -critical formations / /  Proc. Gomel State Univ.
— 1999. — №1(15) Problems in Algebra. — P. 121-129

The article deals with finite groups.
Let Sj be some class of groups, g" be a w-local formation. The formation g  is called 

minimal w-local non-jj-formation or a ^ -c r it ic a l formation, if g  2  #  and ;dl proper 
w-local subformations in £  belong to ij.

Earlier we obtained the classification of fjw-critical formations, when Sj is a for­
mation of classical type (S) has a local screen, all non-abelian values of which are 
local).

Theorem. Let Sj be a formation of classical type, $  Ф 0  be a w-iocal formation. 
If Ъ % then S  has at least one w-local non-ij-subformation.
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