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В.  Н.  С е м е н ч у к

КЛАССИФ ИКАЦИИ ЛОКАЛЬНЫ Х
НАСЛЕДСТВЕННЫ Х ФОРМАЦИЙ,
КРИ ТИ ЧЕСКИ Е ГРУППЫ  
КОТОРЫ Х БИПРИМ АРНЫ

Хорошо известно, что минимальные ненилыютентяые группы [1], минималь
ные не р- ниль потентные группы [2], минимальные не р-разложимые группы [3] 
бипримарны.

В связи с указанными результатами Л.А.Шеметковым в Коуровской тетради 
[4] под номером 8.87 была поставлена следующая проблема.

Проблема (Шеметков Л.А. [4]). Найти все локальные наследственные фор
мации 5". для которых любая критическая группа бипримарна.

Настоящая работа посвящена решению данной проблемы.
Изучению строения локальных наследственных формаций, критические 

группы которых бипримарны посвящена работа. [11], в которой найден ряд 
свойств таких формаций.

В основу проводимых исследований положен метод экстремальных классов 
разработанный Картером, Фишером, Хоуксом в работе [5]. Рассматриваются 
только конечные группы. Необходимые определения и обозначения можно най
ти в [6, 7]. Напомним, что через .M(S) обозначается класс всех критических 
(минимальных не S’-групп), т.е. групп не принадлежащих S, все собственные 
подгруппы которых принадлежат S’-

Пусть S и X  — произвольные классы групп. Следуя [5], обозначим через Sx
— множество всех групп, у которых все 3>подгруппы принадлежат S-

Если /  — локальный экран, то через f x  обозначим локальную функцию, 
обладающую равенством

f x (p) =  Ш ) х

для любого простого чиста р.
Лемма 1. Пусть S и 3£ — некоторые классы групп. Тогда справедливы сле

дующие утверждения:
1) S* ~~ наследственный класс;
2) Sx =  (S*)* =  ( S d * )* ;
3) если ЗС С Sj, то SJ’ Q Sx ;
4) если X  С S, то SX — класс всех групп;
5) если S  — формация, а Зс — насыщенный гомоморф, rno Sx — формация;

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Классификации локальных наследственных формаций. 93

6) если X, 9) — некоторые классы групп и 55 — наследственный класс. 
Тогда

З ^ П  Я с г?

в том и только в том случае, когда

7) если 3  и — гомомордЬы и <XtpS  — 3, то

ЭТр(^) -  5й-

Доказательство. Доказательство утверждений 1), 2), 3) и 4) следует непо
средственно из определения класса групп ЗгХ.

Пусть G € N  — нормальная подгруппа группы G и А /N  — ^-подгруппа 
из G / N . Пусть В  — добавление к N  в А. Покажем, что В HN  С Ф(В). Предполо
жим противное. Пусть B D N  не входит в Ф(С). Тогда В  обладает максимальной 
подгруппой М, не содержащей В  П N.  Поэтому

В = M { B f ] N ) ,

а значит B N  = M N  = G, что противоречит определению добавление.
Так как X  — насыщенный гомоморф, то В  е X. Но тогда В  Е #  и

B N / N  =  A /N  G if.

Значит, класс замкнут относительно гомоморфных образов.
Пусть

G/Ni e 3 x ,i  = l i2 ,N1f ) N 2 = l.

Пусть А  — ^-подгруппа из G. Тогда AN i/N i € X. а значит ввиду определения 
класса 3"х имеем

AN i/N i ~  А /А  П  Ni € S', i =  1,2.

Так как $  — формация и N \ (IN2 =  1, то отсюда получаем: А  6 #. Таким образом, 
G € $ x .

Докажем утверждение 6). Пусть

П ^ -

Если G не входит в X, то получается, что каждая Ж-подгруппа из G принадлежит 
а значит, G € $■ Получили противоречие. Поэтому G £ X.
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94 В.Н.Семенчук

Покажем, что .М(#) flf) СХ.  Предположим, что множество

непусто, и выберем в нем группу G наименьшего порядка. Тогда $  не входит 
в X. Пусть Н  — собственная подгруппа из G. Так как классы 3х  и S) — на
следственные классы, то Я  Е 3 х П fj. Ввиду минимальности G имеем Н  € S'. 
Значит,

G е М (3 0 П ^  ^
Получили противоречие. Поэтому

Докажем утверждение 7). Пусть G € и X  — ^-подгруппа из группы
G. Отсюда следует, что

G/Op{G) 6 S* , X O p{G)/Op(G) € Я.

А это значит, что
X O p{G)/Op{G) е у.

Отсюда нетрудно заметить, что Х / О р( Х ) е gr. Следовательно, X  6 =  3- 
Итак, <3 6 3^. Лемма доказана.

Для любого класса групп X  через X s  обозначим наибольший (по включению) 
наследственный подкласс класса X. Очевидно, что если X  — формация, то Xs 
также формация.

Если /  — локальный экран, то через f s  обозначим такой локальный экран,
что

f S (p) =  (f (p))S
при любом простом числе р.

Обозначим через Хр — множество всех примарных групп и всех бипримарных 
pd-rpynn. Напомним, что локальный экран /  формации $  называется полным 
наследственным, если f (p)  — наследственная формация и Щ,/(р) =  f(p) для 
любого простого числа р из 7г(3).

Теорема 1. Пусть S' — формация, имеющая полный наследственный ло
кальный экран ip. Тогда и только тогда любая минимальная не 3-группа би- 
примарна, когда выполняются следующие условия:

1 ) М ( д ) С & ;
2) формация g" имеет полный локальный экран h такой, что

h(p) = Ы р ))Хр и {р(р))Хр р | ?  С ц>(р),

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Классификации локальных наследственных формаций.. 95

для любого простого числа р.
Доказательство. Необходимость. Утверждение 1) следует непосредственно 

из условия теоремы. Очевидно, что Хр — насыщенный гомоморф. Следователь
но, согласно лемме 1 (<р{р))Хр — наследственная формация для любого простого 
числа р.

Покажем, что 7г(30 — множество всех простых чисел. Предположим, что это 
нет так. Пусть р G Р\7г(3)- Очевидно, что группа порядкар является минималь
ной не ^-группой. Получили противоречие.

Покажем, что
-  v(p)-

Пусть G — группа наименьшего порядка из

( Ыр) ) Хр f )$) \ tp{p) .

Так как (<^(р))ХрП5' — наследственная формация, то очевидно, что G G М{<р(р)). 
Пусть Т  — группа наименьшего порядка такая, что G/ T  ^ ip(p). Очевидно, что 
Т  С Ф(G) и G =  G / T  G М[(р{р)). Нетрудно показать, что Op(G) — 1 и G имеет 
единственную минимальную нормальную подгруппу. Значит, по лемме 18.8 из [7] 
существует точный неприводимый FpfGj-модуль L. где Fp — поле из р элементов.

Пусть Г =  L \ G .  Покажем, что Г G М($) .  Поскольку Ср(L) = L  и G $ <р(р), 
то Г ^

Пусть Я  — собственная подгруппа из Г. Покажем, что Я  G Пусть L  £ 
Я . Если Г =  L H , то Y /L  ~  Я  — G. Следовательно, Я  G S'. Пусть L H  ф Г. 
Тогда Я  — собственная подгруппа из группы G. А это значит, что Я  G <р{р) и 
L H/ L  G <р{р). Так как /  — полный экран, то LH  G <р{р). Отсюда HL  G S'- Ввиду 
наследственности формации Sr получаем, что Я  £ S’.

Пусть теперь L  С Я . Так как T /L  G М(<р(р)), то H j L  G (р{р). Так как 
H / L  G 3  и L  — р-группа, то Я  G 3- Итак, Г  G М{$).

Предположим, что G £ Хр. А это значит, что группа G есть группа одного 
из следующих типов:

1) G — pd-rpynna и |7г(<3)| > 2;
2) G — р '-группа и |'/r(G)| > 2.
Так как Т  С Ф(G), то пr(G) — 7r(G). Следовательно, G — группа либо из 

пункта 1), либо из пункта 2). В этом случае, группа Г такая, что |7г(Г)| > 3. 
Получили противоречие. Итак, G G Хр. Отсюда следует, что G G <р{р). Получили 
противоречие. Следовательно,

(<^(р))Хр

для любого р ИЗ я(3”)-
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96 В.Н.Семенчук

Пусть S* — локальная формация, имеющая локальный экран h такой, что 
h(p) = (<р(р))Хр для любого простого р из 7r(S). Из леммы 1 h — полный ло
кальный экран формации S*- Так как (р(р) С (tf{p))Xp для любого простого р из 
7r(S), t o S ^ S * .  Пусть G — группа наименьшего порядка из S* \S - Так как h — 
наследственный экран формации S*, то S* — наследственная формация. Отсюда 
следует, что

G G М( $)  И Ф(G) := 1.

По теореме 1.2 из [8]
G = GS \ M ,

где G5 — единственная минимальная нормальная подгруппа группы G, |G®| =  
ра, а > 0 и М  6 M.(f(p)).  Так как G G S*i то

G/G® ~  М  в h(p) =  (<р(р))*р.

Если М  # Хр, то М  — группа одного из следующих типов:
1) М  — pd-rpynna и |7г(М)| > 2;
2) М  — р'-группа и \тг(М)\ > 2.
Отсюда следует, что |7r(G)| > 3, что невозможно. Итак, М  € Хр. Но тогда 

М  6 <р(р)- Получили противоречие. Следовательно, S =  S* и h — локальный 
экран формации S-

Достаточность. Пусть G — произвольная минимальная не S-группа. Из 
пункта 1) следует, что G — разрешимая группа. Покажем, что |7r(G)| < 2. Так 
как

|тг(С/Ф(С))| =  K(G)|,

то, не ограничивая общности, можно считать, что Ф((?) =  1. По теореме 1.2 из 
[8]

G = GS \  М,

где G^ — единственная минимальная нормальная подгруппа группы G. |G®| =  
ра, а > 0 и М  е M(h(p))  П M(ip(p)). Согласно условию h(p) =  (<р(р))Хр■ Если 
М  0 Хр, то из того факта, что М  6 М.(<р(р)) получаем, что все З^-подгруппы 
из М  принадлежат f{p). А это значит, что М  € {ф{р))Хр =  h(p). Получили 
противоречие. Итак, М  6 Хр. А это значит, что |tt(G)| < 2. Теорема доказана.

С ледствие 1. Пусть S ~  локальная наследственная формация, h — ее пол
ный локальный экран. Тогда и только тогда любая минимальная не S-группа 
бипримарна, когда выполняются следующее утверждения:

1) М{д)  с  6 ;
2) M(h(p))  PlS С Хр, для любого простого числа р.
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Доказательство. Из доказательства теоремы 1 видно, что включение

(Л (р))**П £СЛ(р)

выполняется для любого полного экрана h формации $  и для любого простого 
числа р. Теперь доказательство данного следствия получается из леммы 1.

С ледствие 2. Пусть g  — локальная наследственная формация. Тогда и 
только тогда любая минимальная не ̂ -группа бипримарна, когда выполняются 
следующие утверждения:

1) М(Ю  с  <3/
2) формация 3  имеет полный локальный экран <р такой, что

М { ф ) )  С Хр

для любого простого числа р.
Доказательство. Пусть /  — максимальный внутренний локальный экран 

формации 3- Известно, что /  — наследственный локальный экран. По теореме 
1 формация S' имеет полный локальный экран ip такой, что

vtp) = (Hr))*’
для любого простого числа р. По лемме 1

(Ф))Хр = ((/(р) №  = (f(p))Xp = ФУ
Отсюда следует Л4(<р(р)) С Хр для любого простого числа р.

Следующая теорема доказанная в классе разрешимых групп дает классифи
кацию наследственных классов Фиттинга с бипримарными критическими груп
пами.

Теорема 2. Пусть 3" — наследственный класс Фиттинга. Тогда и только 
тогда любая минимальная не 3 -группа бипримарна, когда 3  одного из следую
щих типов:

1) &р'&1г, где 7г — множество простых чисел, содержащее число р;
2) (&pi&q:)n, (<5piGg/)n&qi, где р и q — различные простые числа, п — на

туральное число;
3 )3  = 0  где 3i — формации из пунктов 1) или 2).
Доказательство. Необходимость. Согласно результатов работы [9] наслед

ственный класс Фиттинга является формацией. Так как 3  — наследственная 
формация Фиттинга, то по теореме 1 из [10] следует, что

3  —  ( р )  ® р ',  ® р '2 • • • ® р '„ ® 7 г ( /(р 1 ,;> 2 ,. .. ,р п ) ) )  Pi ® 7 г(3 0 )
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98 В.Н.Семенчук

где (pi,p2 i ■ ■ ■ -,Рп) пробегает все главные следы формации 3, /  — максимальный 
внутренний локальный экран формации 3-

Вначале докажем, что 7г(3) — множество всех простых чисел. Предположим 
противное. Пусть, найдется простое число р € F  \  7г(3)- Обозначим через А
— группу порядка р. Очевидно, что А  — минимальная не S-группа. Получили 
противоречие с условием. Итак, тг(3) =  IP-

Пусть все главные следы формации 3  имеют ширину п = 1. Тогда формация 
3  имеет следующий вид

3  =  Г ) 6 р' 67Г(Др))>
где р — произвольное простое число.

Пусть G — произвольная группа из М{$).  Отсюда следует, что найдется 
такое простое число р такое, что G Е Л4(6р' 6 п^ ^ ) .  Так как /  — полный экран, 
то , f(p) = /(р)- Следовательно, р £ 7г(/(р)). Покажем, что G — бипримарная 
группа. Не ограничивая общности, мы можем считать, что Ф(&) =  1. Согласно 
теореме 1.2 из [8]

G =  N  X М ,

где N  — единственная минимальная нормальная подгруппа группы G, причем 
N  — р-группа, Co(N) = N  и М  — минимальная не б^О ^-группа.

Очевидно, что \М\ =  г, где г 7г(/(р)). А это значит, что G — бипримарная 
группа. Следовательно, при ть =  1 формация 3  является формацией типа 1) или 
3).

Пусть п >  1. Рассмотрим произвольный главный след (pi,p2 , • • • ,Рп) ширины 
п формации 3- Согласно условию

{РЬР2,.--,Ря} =  {Р,Я},

где р и q — различные простые числа. Поэтому, произвольный главный след 
формации 3  одного из следующих типов

(р, q, . . .  ,р, д) или (р, q, . . ,  g,p).

Отсюда следует, что формация 3  имеет следующее строение

3  =  Р|(©р'©д' • • • f')(®p'©9' • • • ®9,®P,®ir(/(p,?,...,«rj»)))»

где (р,9, • • • ,р ,?) и (p,q, . . .  ,q,p) пробегают все главные следы формации 3- По
кажем, что

®7Г (f(p,q,...,p,q)) —

и
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Предположим, что найдется такое простое число

Г б  Р  \  ® тг(/(р ,д ,

причем г ф р и г ф q.
Пусть R  — группа порядка г. Очевидно, что R  £ М{&ж), где 7Г =  

^(/(Р) 9» • • чР) (?))• По лемме 18.8 из [7] существует точный неприводимый -Fg[i2]- 
модуль Q, где — поле из q элементов.

Пусть Я  — Q X R. Нетрудно показать, что

Я  £ М(<5п(/(p,g,...,p)))i

где (р. ,р) — главный след формации 3  ширины п  — 1.
Обозначим Я  =  Я /Ф (Я). Очевидно, что Ор(Н) =_1 и тг(Я) =  7г(Я). По 

лемме 18.8 из [7] существует точный неприводимый Fp(Я)-модуль S , где Fp — 
поле из р элементов.

Пусть Г =  В \ Н .  Нетрудно показать, что

Г Е A<(©ff(/(p)g)...,g)))i

где (р , q. . .. ,q) — главный след формации 3  ширины п — 2. Продолжая анало
гичный процесс мы на n-ом шаге построим группу G такую, что

G £ М( д)  И 7r(G) =  {p,g,r}.

Получили противоречие. Итак, мы доказали, что

для любого главного следа (р, д ,. . .  ,р, д) формации #.
Аналогичным образом доказывается, что

для любого главного следа (р, д ,. . . ,  д, р) формации g. Из полученного, нетрудно 
заметить, что формация это формация из пунктов 1), 2) и 3).

Достаточность. Пусть G — группа из пункта 1), т.е. G Е М{&р' 6 п), где 7г
— множество простых чисел, содержащих число р. Как было показано выше G
— бипримарная группа.

Пусть G — группа из пункта 2). Пусть

G е M ( (GP' 6 g,)n).
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Согласно теореме 1.2 из [8]

(?/Ф((7) = F{G)/Ф(<3) X Я/Ф(С),

где F{G)/${G)  —р-группа, Я/Ф((?) 6 M(f(p)) ,  где /  — максимальный внутрен
ний локальный экран формации (&pi 6 4>)n. Согласно следствию 7.13 из [7]

/(р ) =  е д'(&р'&д')п~1.

По теореме 1.2 из [8]

Я/Ф(С)/Ф(Я/Ф(С?)) = ^(Я /Ф (Я ))/Ф (Я /Ф (С )) ХГ/Ф (С/Ф (Я/Ф (С))),

где
^(Я/Ф (С))/Ф (Я/Ф (С)),

является ^-группой, а

Т  =  Т/Ф((7)/Ф(Я/Ф(<?)) € M{h(q)),  

где h — максимальный внутренний экран формации

6 g'(6 p /6 g/)n_1.

Согласно следствию 7.13 из [7]

h(q) =  ( б р ^ У 1-1.

Итак,
т е м{(вр1ед1)п-1).

Продолжая аналогичный процесс и учитывая, что n(G) — 7г(С/Ф(С)) и тот 
факт, что минимальная не ©,/-группа -- группа порядка q получаем, что

\G\ =  р<У,

где a, ft — натуральные числа.
Пусть теперь

G е M ( ( 6 p>6q/)ne p>).

Как и выше, нетрудно показать, что G — бипримарная группа.
Пусть G — группа из пункта 3). Это значит, что
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где Si — формации из пунктов 1), 2). Очевидно, что найдется такое натуральное 
число i 6 1, что

G e M { S i ) .

Выше мы показали, что G — бипримарная группа. Теорема доказана.

Summary

V.N.Semenchuk. A Classification of subgroup-closed local formations whose crit
ical groups are biprimary / /  Proc. Gomel State Univ. — 1999. — №1(15) Problems 
in Algebra. — P. 92-102

This work deals with solutions of the well-known problem of L.A.Shemetkov 
on the classification of local subgroup-closed formations whose critical groups are 
biprimary.
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