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ПРОПУСКАНИЕ И ОТРАЖЕНИЕ БЕССЕЛЕВЫХ  

АКУСТИЧЕСКИХ ПУЧКОВ ВРАЩАЮЩИМИСЯ ДИСКАМИ 
 
Введение 
Известно, что бесселевы пучки описываются цилиндрическими 

решениями волновых уравнений и могут распространяться на боль-
шие расстояния с неизменной интенсивностью в поперечном сечении. 
В силу слабой расходимости такие пучки относят к бездифракцион-
ным [1]. Для описания их распространения в неоднородных средах 
используются как стандартные методы разложения на парциальные 
волны, так и операторные методы. В лаборатории оптические парак-
сиальные бесселевы пучки создаются с помощью аксиконов [2], про-
странственных световых модуляторов и компьютерно сгенерирован-
ных голограмм [3], а также элементов дифракционной оптики [4]. За-
крученные бесселевы акустические пучки (пучки ненулевых поряд-
ков) можно реализовывать с использованием системы репродукторов 
с волноводами, сигналы в которых специальным образом сдвинуты 
по фазе [5]. 

В недавней работе [6] был экспериментально установлен эффект 
усиления звука при прохождении закрученного пучка через вращаю-
щийся диск из пенистого звукопоглощающего материала. Такое уси-
ление наблюдалось при выполнении условия Зельдовича [7] ω–mΩ<0, 
где ω – частота звука, Ω – угловая скорость вращения диска, а m – по-
рядок (или индекс) бесселевого пучка. Представляет интерес рас-
смотреть классическую задачу отражения и пропускания закрученно-
го бесселевого пучка вращающимся диском из упругого изотропного 
материала с учетом того, что в диске из-за отражений от границ воз-
буждаются прямые и обратные собственные моды. При этом мы 
ограничиваемся случаем отсутствия необратимых потерь звуковой 
энергии как в диске, так и в окружающей его газовой среде. 

 
1. Волновые поля во вращающемся диске и окружающей его 

среде 
Пусть пучок с частотой ω сформирован в газе с плотностью ρ0, 

окружающим диск. Согласно уравнениям гидродинамики [8] поле 
смещений дается выражением u=i∇ϕ/ω, а поле давлений (избыточных 
по отношению к равновесному p0) – p=iωρ0ϕ, при этом функция ϕ 
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удовлетворяет скалярному уравнению Гельмгольца 2
0 0kφ φ∆ + = . 

Здесь k0=ω/c, где c – скорость звука в газе. Закрученному бесселевому 
пучку порядка m соответствует решение этого уравнения  
ϕ(r, φ, z, t) = –iωCJm(krr)eimφeikze–iωt, при этом kr – радиальное волновое 
число, 2 2

0 rk k k= −  – продольное волновое число, а C – постоянная, 
определяющая амплитуду волны. Предполагается, что величины m и 
kr заданы (т.е. известен угол конусности пучка θ, kr=k0 sin θ). Тогда 
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im ikz i t
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где er, eφ и ez – единичные базисные векторы цилиндрической систе-
мы координат, а ( )mJ x′  – производная функции Бесселя. 
В неинерциальной системе отсчета, связанной с вращающимся вокруг 
оси ez с угловой скоростью Ω диском, поле смещений подчиняется 
уравнению Кристоффеля [9] 
 

[ ]
2 2
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в правую часть которого включены плотности центробежных сил 
инерции и сил Кориолиса. При этом плотность сил упругости, дей-
ствующих на единичную площадку с нормалью ez, имеет вид 
fi=ciklm(ez)k∂um/∂xl. Если материал диска упруго изотропен, то его тен-
зор модулей упругости 2 2 2

l t t[( 2 ) ( )]iklm ik lm il km im klc c c cρ δ δ δ δ δ δ= − + + , где 
ρ – плотность, а cl и ct – скорости продольных и поперечных звуковых 
волн. Тогда 
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2 2 2 2 2
t l t
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l t t
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            (3) 

 
Здесь учтено, что из-за доплеровского смещения частота волн в диске 
ωʹ отличается от частоты падающего пучка ω. 

Решение первого из уравнений (3) находим как линейную комби-
нацию частных решений 
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2
1 2 3 0,     ( ) ,     ( ( )) /z z z zz= ∇ψ = ∇× ψ = ∇ψ × = ∇× ∇× ψ = ∂∇ψ ∂ + κ ψu u e e u e e  

 
векторного уравнения Гельмгольца 2

1,2,3 0 1,2,3 0∆ + κ =u u . Требуется, 

чтобы функция ψ подчинялась скалярному уравнению 2
0 0∆ψ + κ ψ = . 

Эту функцию выбираем в виде ( ,  ,  ,  ) ( ) im i z i t
m rr z t J k r e e e′ ′ϕ κ − ω′ψ ϕ = . Здесь 

φʹ=φ–Ωt – угловая координата цилиндрической системы, связанной с 
диском, значения величин m и kr те же, что и в (1), продольное волно-
вое число κ подлежит определению, а 2 2

0 rkκ κ= + . Тогда 
 
{ } { }2

1 2 3 1 3 2 1 3,  ,  ,  ,  ,im i z i t
ri i k e e e′ ′ϕ κ − ω= + κ κ +u u u h h h h h                                        (4) 

1 2 3( ) ( ) ,  ( ) ( ) ,  ( ) ,r m r r m r m r r r m r m r z
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r rϕ ϕ′ ′= + = − =h e e h e e h e  

 
при этом зависящие от r векторы h1, h2 и h3 являются взаимно ортого-
нальными. Это позволяет при подстановке в (3) соотношения 

1 1 2 2 3 3A A A= + +u u u u  отыскать неизвестные коэффициенты A1, A2 и A3 
и получить с точностью до постоянного множителя величины u и f: 
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где l 2 2 2

0 ld c′= ω − κ , t 2 2 2
0 td c′= ω − κ , 2 2 2

0 rkκ κ= + . Продольное волновое 
число κ является одним из шести корней бикубического уравнения 
 

6 4 2
0 1 2 3 0a a a aκ + κ + κ + =                                      (6) 

 
с коэффициентами 
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 t l t t

             

( )[ ( ) ( ) (r r r ra c k c k c k c k′ ′ ′ ′= − ω − ω − Ω + ω − Ω − ω + Ω )].
 
Таким образом, уравнение (6) – это дисперсионное соотношение, 
определяющее продольные волновые числа шести собственных волн 
в диске. Три из этих волн можно отнести к прямым, а остальные три – 
к обратным. 

Дисперсионное соотношение существенно упрощается для непо-
движного диска (Ω=0). В этом случае имеются два корня 

2 2
l( / ) rc k′κ = ± ω −  с кратностью 1 и два корня 2 2

t( / ) rc k′κ = ± ω −  с 
кратностью 2. 

Применим граничные условия для полей на основаниях диска z=0 
и z=L, где L – толщина диска. Фазы волн по обе стороны границы раз-
дела должны быть согласованы в любой момент времени, поэтому 
ωʹ=ω–mΩ. Обозначим весовые коэффициенты собственных волн в 
диске как Cj (j=1, …, 6) и весовые коэффициенты падающего, отра-
женного и прошедшего пучков как Ci, Cr и Ct соответственно. На ос-
нованиях диска должны быть непрерывными нормальные составля-
ющие полей смещений и напряжений. Кроме того, на основаниях 
должны обращаться в нуль касательные упругие напряжения. Поэто-
му для границы z=0 с учетом (1) и (5) получаются уравнения 
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а для границы z=L в аналогичных уравнениях появляются множители, 
соответствующие фазовым набегам волн на толщине диска L 
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В соотношениях (7) и (8) введены обозначения 2 2
0j j rkκ = κ + , 

l 2 2 2
0 lj jd c′= ω − κ , t 2 2 2

0 tj jd c′= ω − κ , а κj (j=1, …, 6) – корни дисперсионно-
го уравнения (6). 

Таким образом, из системы восьми линейных уравнений (7) и (8) 
находятся коэффициенты C1, …, C6, Cr и Ct, пропорциональные весо-
вому коэффициенту Ci падающего пучка. Коэффициенты отражения и 
пропускания пучка рассчитываются по формулам R=|Cr/Ci|2 и 
T=|Ct/Ci|2, а фазовые сдвиги отраженной и прошедшей волн по отно-
шению к падающей волне – по формулам ΔΦr=arg(Cr/Ci) и 
ΔΦt=arg(Ct/Ci). 

 
2. Численные результаты 
Пусть диск изготовлен из плексигласа, плотность которого со-

ставляет ρ=1180 кг/м3. Скорости продольных и поперечных звуковых 
волн в нем равны соответственно cl = 2670 м/с и ct = 1121 м/с [10]. 
Диск окружает воздух, плотность которого при температуре 20o C со-
ставляет ρ0 = 1,204 кг/м3, а скорость звука в нем c = 343,3 м/с. Частоту 
волн в падающем на диск бесселевом пучке выбираем равной  
f = 400 Гц (при этом ω = 2πf). 

На рисунке 1 представлены графики зависимости коэффициента 
пропускания T от толщины диска L и частоты его вращения n=Ω/(2π) 
для закрученных пучков с индексом m=8 и углами конусности θ=30o и 
θ=60o, рассчитанные по приведенным выше формулам.  

 

    
 

Рисунок 1 – Зависимость T=T(L, n) для закрученных бесселевых пучков с углами 
конусности θ=30o (слева) и θ=60o (справа). Индекс пучка m=8 
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При малых толщинах (порядка 0,01 м) диск становится акустиче-
ски прозрачным при частоте вращения n ≈ f/m, т.е. при выполнении 
условия ω–mΩ ≈ 0. Для указанных выше данных это 400/8=50 об/с. 
При больших толщинах диска для каждого фиксированного L имеют-
ся два максимума пропускания T=1 при угловых скоростях вращения 
Ω1 и Ω2, отстоящих практически одинаково по обе стороны от значе-
ния Ω0=ω/m, при котором достигается уже локальный минимум про-
пускания (ω–mΩ1 > 0 и ω–mΩ2 < 0). При этом чем больше угол конус-
ности пучка, тем сильнее при фиксированной толщине L смещены 
положения максимумов от значения Ω0. 

При малых толщинах (порядка 0,01 м) диск становится акустиче-
ски прозрачным при частоте вращения n ≈ f/m, т.е. при выполнении 
условия ω–mΩ ≈ 0. Для указанных выше данных это 400/8=50 об/с. 
При больших толщинах диска для каждого фиксированного L имеют-
ся два максимума пропускания T=1 при угловых скоростях вращения 
Ω1 и Ω2, отстоящих практически одинаково по обе стороны от значе-
ния Ω0=ω/m, при котором достигается уже локальный минимум про-
пускания (ω–mΩ1 > 0 и ω–mΩ2 < 0). При этом чем больше угол конус-
ности пучка, тем сильнее при фиксированной толщине L смещены 
положения максимумов от значения Ω0. 

Отметим, что при полном пропускании, когда Ω=Ω1 или Ω=Ω2, 
фазовый сдвиг прошедшей волны ΔΦt становится равным нулю. Фор-
мально это означает, что фазовая скорость звуковых волн в диске об-
ращается в бесконечность. 

Численные расчеты показывают, что при любых значениях пара-
метров m, θ, L и Ω выполняются равенства 

 
r t1,         / 2.R T+ = ∆Φ − ∆Φ = π                               (9) 

 
Первое из равенств (9) означает, что энергия падающего бесселевого 
пучка целиком перераспределяется между отраженным и прошедшим 
пучками. 
 

Заключение 
При падении из газовой среды закрученного бесселевого пучка на 

изотропно упругий вращающийся диск в нем возбуждаются шесть 
собственных волн, продольные волновые числа которых являются 
комплексными корнями дисперсионного соотношения (6). Частота 
этих волн смещена по отношению к частоте ω падающего пучка в со-
ответствии с формулой ωʹ=ω–mΩ. Численные расчеты показывают, 
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что диск становится акустически прозрачным при угловых скоростях 
вращения Ω1 и Ω2, симметрично смещенных относительно значения 
Ω0=ω/m, где m – индекс пучка. При этом при полном пропускании от-
сутствует фазовый сдвиг между прошедшей и падающей волной. 

Энергия падающего пучка перераспределяется между отраженным 
и прошедшим пучками, т.е. отсутствует преобразование кинетической 
энергии диска в энергию звуковых колебаний и наоборот, причем ни 
при каких значениях параметров коэффициенты отражения и пропус-
кания не превышают единицу. Диск может рассматриваться как аку-
стический затвор для закрученных бесселевых пучков, который от-
крывается лишь при определенных угловых скоростях вращения, 
осуществляя при этом пространственную трансляцию поля падающе-
го пучка на расстояние L, равное толщине диска. 
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АКУСТООПТИЧЕСКАЯ ДИФРАКЦИЯ БЕССЕЛЕВЫХ  

СВЕТОВЫХ ПУЧКОВ В ИЗОТРОПНЫХ СРЕДАХ 
 

Введение 
Исследованы особенности акустооптической (АО) дифракции с 

участием бесселевых светового и акустического пучков в акустически 
изотропных средах. Рассмотрена АО дифракция на квазипродольной 
акустической волне, обладающей более сложной поляризационной 
структурой по сравнению с поперечно поляризованной волной. Пока-
зано, что использование квазипродольной волны приводит к модуля-
ции диагональных компонент тензора диэлектрической проницаемо-
сти ∆εij, что позволяет задействовать их в процессе АО взаимодей-
ствия и повысить эффективность АО преобразования. Установлено, 
что за счет диагональных компонент тензора ijε∆  реализуется изо-
тропная дифракция бесселевых световых пучков с высокой эффек-
тивностью взаимодействия. Предложенные в работе схемы АО ди-
фракции перспективны для осуществления динамической перестрой-
ки в широких пределах угла конуса БСП, а также для трансформации 
порядка винтовой дислокации светового поля. 

 
1. Бесселевы акустические пучки и АО взаимодействие в  

изотропных средах 
Наряду с кристаллами, перспективными материалами для созда-

ния акустооптических устройств являются изотропные среды, отли-
чающиеся доступностью в больших размерах и в произвольной фор-
ме, оптической однородностью, легкостью в изготовлении, высоким 
значением коэффициента акустооптического качества M2 [1]. Для АО 
взаимодействия БП в изотропных средах важным также является от-
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