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О пересечении A -допустимых подгрупп,  

не принадлежащих заданному классу групп 
 

Р.В. БОРОДИЧ, М.В. СЕЛЬКИН 
 

Рассматриваются свойства ядер всех максимальных A -допустимых подгрупп группы G, не содер-
жащих ℑ -корадикал группы G, не принадлежащих формацииℑ , индексы которых делятся (не де-
лятся) на простые числа из π  Устанавливается их строение и условия принадлежности указанных 
подгрупп формации .ℑ  
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The intersections of the given systems of maximal subgroups of finite groups are investigated.  
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Все рассматриваемые в статье группы предполагаются конечными. Исследование пе-

ресечений максимальных подгрупп является одной из классических задач теории групп.  
Начало этого направления связано с работой Г. Фраттини [1]. Полученные им результаты в 
дальнейшем развивались в работах многих авторов [2] и [3].  

В настоящей работе элементы теории пересечений максимальных подгрупп рассмат-
риваются в группах с операторами, что позволяет по-новому взглянуть на обобщенные под-
группы Фраттини. В связи с этим возникает естественная задача, связанная с исследованием 
влияния свойств этих подгрупп на строение самой группы.  

Через GM  обозначают ядро подгруппы M  в группе G  (пересечение всех подгрупп  
из G , сопряженных с подгруппой M ).  

Пусть даны группа G , множество A  и отображение ( )f A End G:  , где ( )End G  – 
гомоморфное отображение группы G  в себя или эндоморфизм группы G . Подгруппа M  
называется A -допустимой, если M  выдерживает действие всех операторов из A , то есть, 
M Mα ⊆  для любого оператора Aα ∈ .  

Несложно заметить, что так как операторы действуют как соответствующие им эндо-
морфизмы, то каждая характеристическая подгруппа является A -допустимой для произ-
вольной группы операторов.  

Обозначим через ( )G AΦ ,  пересечение ядер всех максимальных A -допустимых  
подгрупп.  

Класс групп ℑ  называется формацией, если выполняются следующие условия:  
1) если G∈ℑ  и N G , то G N/ ∈ℑ ;  
2) если 1G N/ ∈ℑ  и 2G N/ ∈ℑ , то 1 2G N N/ ∩ ∈ℑ . В случае, если выполняется только 

первое условие, то класс групп ℑ  называют гомоморфом.  
Формацию ℑ  называют локальной, если из ( )G G/ Φ ∈ℑ  следует, что G∈ℑ .  
Пусть ℑ  – формация. Тогда через Gℑ  обозначается ℑ -корадикал группы G  — пере-

сечение всех нормальных подгрупп N  группы G , для которых G N/ ∈ℑ . В дальнейшем под 
ℑ -корадикалом понимается ℑ -корадикал группы G .  

Заметим, что максимальная A -допустимая подгруппа M  либо целиком содержит ℑ -
корадикал группы G , либо MG Gℑ = . Действительно. Так как произведение A -допустимых 
подгрупп A -допустимо и Gℑ  – характеристическая подгруппа, а, следовательно, A -
допустимая, то MG Mℑ =  или MG Gℑ = .  
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Пусть ℑ  – непустая формация и группа G  имеет группу операторов A . Через 
( )D G Aℑ ,  обозначим пересечение ядер всех максимальных A -допустимых подгрупп группы 

G , не содержащих ℑ -корадикал группы G .  
Пусть ℑ  – непустая формация, группа G  имеет группу операторов A , π  – некоторое 

множество простых чисел. Через ( )D G Aπ
ℑ ,  ( ( )D G Aπ

ℑ , ) обозначим пересечение ядер всех 
максимальных A -допустимых подгрупп группы G , не содержащих ℑ -корадикал группы 
G , индексы которых делятся (не делятся) на простые числа из π .  

Пусть ℑ  – непустая формация, группа G  имеет группу операторов A , π  – некоторое 
множество простых чисел. Через ( )G ADπ

ℑ ,  ( ( )G ADπ
ℑ , ) обозначим пересечение ядер всех макси-

мальных A -допустимых подгрупп группы G , не содержащих ℑ -корадикал группы G , не при-
надлежащих формации ℑ , индексы которых делятся (не делятся) на простые числа из π .  

В случае, когда ℑ  совпадает с формацией всех нильпотентных групп, подгруппу 
( )D G Aℑ ,  будем обозначать через ( )G A∆ , .  

Отметим, если 1A = , то подгруппы ( )G AΦ , , ( )G A∆ , , ( )D G Aℑ , , ( )D G Aπ
ℑ , , ( )D G Aπ

ℑ , , 

( )G ADπ
ℑ , , ( )G ADπ

ℑ ,  совпадают соответственно с подгруппами ( )GΦ  (подгруппа Фраттини), ( )G∆  

(подгруппа Гашюца), ( )Gℑ∆ , ( )Gπ
ℑ∆ , ( )Gπ

ℑ∆ , ( )Gπ
ℑ

∆ , ( )Gπ
ℑ

∆ , строение которых изучены в [3].  
В случае отсутствия в группе G  указанных подгрупп будем полагать, что соответ-

ствующие пересечения совпадают с самой группой G .  
Необходимо отметить, что не каждая максимальная подгруппа будет являться макси-

мальной A -допустимой относительно некоторой группы операторов A , а также не всякая 
максимальная A -допустимая подгруппа группы является максимальной подгруппой в этой 
же группе [4].  

Пусть P  – множество всех простых чисел. Если p P∈  и Pπ ⊆ , то P\π π′ = ; 
{ }p P\ p′ = . Подгруппа H  группы G  называется Sπ -подгруппой, если G H| : |  не делится на 

числа из π .  
Через ( )O Gπ  обозначают наибольшую нормальную π -подгруппу группы G .  
Теорема 1. Пусть группа G  имеет группу операторов A , такую, что ( ) 1G A| |,| | = , 

ℑ  – локальная nS -замкнутая формация, содержащая все нильпотентные группы, 

( )G A GDπ
ℑ , ≠  и ( )G ADπ

ℑ ,  – π -разрешимая подгруппа. Тогда в ( )G ADπ
ℑ ,  найдется π ′ -

подгруппа V , нормальная в G , такая, что ( )G A VDπ
ℑ , / ∈ℑ .  

Доказательство. Пусть G  – контрпример минимального порядка. Подгруппа 
( )G ADπ

ℑ ,  не принадлежит ℑ , так как в противном случае в качестве подгруппы V  можно 
взять единичную подгруппу.  

Так как ( )G A GDπ
ℑ , ≠ , то, используя результат работы [4], заключаем, что 

( )G G AD
ℑ≠ , ∈ℑ , где ( )G AD

ℑ ,  – пересечение ядер всех максимальных A -допустимых под-
групп группы G , не принадлежащих формации ℑ  и не содержащих ℑ -корадикал. Но 

( ) ( )G A G AD Dπ
ℑ ℑ, ⊆ , . Следовательно, ( ) ( )G A G AD Dπ

ℑ ℑ, ⊂ , . Поэтому в группе G  найдется 
максимальная A -допустимая подгруппа M , не принадлежащая ℑ  и не содержащая ℑ -
корадикал, такая, что ( )G M G ADπ

ℑ= , . Если ( )G ADπ
ℑ| , |  – π -число, то 

( ) ( )G M G A G A MD Dπ π
ℑ ℑ| : |=| , |:| , ∩ |  – π -число. Получили противоречие с тем, что 

( )G M G A MDπ
ℑ= , = . Значит, порядок подгруппы ( )G ADπ

ℑ ,  делится на простые числа из π ′ .  
Пусть Σ  – множество всех максимальных A -допустимых в группе G  подгрупп, не 

принадлежащих формации ℑ , не содержащих ℑ -корадикал, индекс каждой из которых  
в G  есть π -число.  
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Предположим, что в ( )G ADπ
ℑ ,  существует нормальная в G  π ′ -подгруппа 1V ≠ . 

Пусть в G V/  найдется хотя бы одна подгруппа M V/ , така я, что M ∈Σ  и M V/ ∈ℑ .  
Тогда ( )G A VDπ

ℑ , / ∈ℑ , так как ℑ  – замкнутая относительно инвариантных подгрупп фор-
мация. Опять получили противоречие с предположением. Если в G V/  существует макси-
мальная A -допустимая подгруппа H V/ , не содержащая ℑ -корадикал, индекс которой в 
G V/  есть π -число, не принадлежащая ℑ  и не принадлежащая Σ , то H ∈ℑ . Следователь-
но, H V/ ∈ℑ . Получили противоречие. Значит, ( ) ( )G V A G A VD Dπ π

ℑ ℑ/ , = , / . Так как 
( ) ( )G V G V A G A VD Dπ π

ℑ ℑ/ ≠ / , = , / , то для G V/  по предположению теорема верна. И тогда в 
( )G A VDπ

ℑ , /  будет существовать нормальная в G V/  π ′ -подгруппа V V∗ /  такая, что 
( )G A V V VDπ

ℑ ∗, / / / ∈ℑ . Следовательно, V ∗ -π ′ -подгруппа и ( )G A VDπ
ℑ ∗, / ∈ℑ , что противо-

речит предположению.  
Пусть ( ) 1G AΦ , ≠ . Если ( )M G A/ Φ , ∈ℑ , где M ∈Σ , то ( ) ( )G A G ADπ

ℑ , / Φ , ∈ℑ , так как 
ℑ  – nS -замкнутая формация. А поэтому согласно работы [4] подгруппа ( )G ADπ

ℑ ,  принадле-
жит ℑ , что противоречит предположению. Следовательно, в фактор-группе ( )G G A/ Φ ,  
каждая максимальная A -допустимая подгруппа ( )M G A/ Φ , , где M ∈Σ , не принадлежит 
формации ℑ , то есть, ( ) ( ( )) ( ) ( )G G A G G A G A G AD Dπ π

ℑ ℑ/ Φ , ≠ / Φ , = , / Φ , . Так как 
( )G G A G| / Φ , |<| | , то в ( )G G A/ Φ ,  существует нормальная π ′ -подгруппа ( )V G A∗ / Φ , , такая, 

что ( ) ( ) ( )G A G A V G ADπ
ℑ ∗, / Φ , / / Φ , ∈ℑ . Если положить, что ℑ  – формация всех π ′ -групп, то 

на основании работы [4] имеем, что 1 2V V V∗ ∗ ∗= × , где 1V ∗  – π -подгруппа, а 2V ∗  –  
π ′ -подгруппа, то есть, получили, что в G  существует нормальная π ′ -подгруппа, что проти-
воречит предположению.  

Итак, в дальнейшем предполагаем, что ( ) 1G AΦ , = .  
Пусть 1N  – минимальная нормальная в G  подгруппа, содержащаяся в ( )G ADπ

ℑ , . Так 
как в группе G  не существует инвариантных π ′ -подгрупп, ( )G ADπ

ℑ ,  – π -разрешимая под-
группа и N ⊆ ℑ , то 1N  – собственная π -подгруппа ( )G ADπ

ℑ , .  
Так как ( ) 1G AΦ , = , то в группе G  существует максимальная A -допустимая под-

группа M , такая, что 1G MN= . Если M  – ℑ -абнормальная максимальная A -допустимая 
подгруппа, то M ∈ℑ , так как 1G M N| : |=| |  – π -число. Отсюда следует, что 1G N/ ∈ℑ . Сле-
довательно, ( )G G ADπ

ℑ/ , ∈ℑ , то есть, всякая максимальная в G  подгруппа, содержащая под-
группу ( )G ADπ

ℑ , , является подгруппой, содержащей ℑ -корадикал, что противоречит выбору 
подгруппы ( )G A GDπ

ℑ , ≠ .  
Следовательно, M  – максимальная A -допустимая подгруппа группы G , содержащая 

ℑ -корадикал. Итак, каждая максимальная A -допустимая в группе G  подгруппа, не содер-
жащая нормальную подгруппу 1N , содержит ℑ -корадикал. Следовательно, 1N  является ℑ -
гиперцентральной нормальной подгруппой группы G , то есть, 1( ) ( )GG C N f p/ ∈ ∩ℑ , где p  
делит порядок 1N . Так как ℑ  – nS -замкнутая формация, то  

 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G GG A C N C N G A C N G AD D Dπ π π
ℑ ℑ ℑ, / ≅ , / ∩ , =  

 1( )
( ) ( ) ( )

G AD
G A C N f pD

π
π ℑ
ℑ

,
= , / ∈ ∩ℑ,  

где p  делит 1N| | .  
Пусть L H/  — произвольный главный фактор подгруппы ( )G ADπ

ℑ , , такой, что 

1L N⊆ . Так как 1( ) ( )
( ) ( )

G A G AD D
C N C L N

π π
ℑ ℑ, ,

⊆ / , то 
( )

( ) ( ) ( )
G AD

G A C L N f pD
π

π ℑ
ℑ

,
, / / ∈ ∩ℑ , где p  

делит L N| / | . Значит, подгруппа 1N  является ℑ -гиперцентральной в подгруппе ( )G ADπ
ℑ , .  



Р.В. Бородич, М.В. Селькин 

 

18 

Предположим, что ( ) 1GM G ADπ
ℑ∩ , = . Тогда  

( ( )) ( ) ( )G G GM M G A M M G A M G A MD D Dπ π π
ℑ ℑ ℑ∩ , / ≅ ∩ , / ∩ , ∩ ( )M G ADπ

ℑ= ∩ , ∈ℑ.  

Но 1( ) ( )M G A G A ND Dπ π
ℑ ℑ∩ , ≅ , / , так как  

 1 1 1 1( ) ( ) ( )G A N G G A N MN G A ND D Dπ π π
ℑ ℑ ℑ, / = ∩ , / = ∩ , / =  

 1 1 1( ( )) ( ) ( ) ( )M G A N N M G A M G A N M G AD D D Dπ π π π
ℑ ℑ ℑ ℑ= ∩ , / ≅ ∩ , / ∩ , ∩ = ∩ , .  

Так как 1N  – ℑ -гиперцентральная в ( )G ADπ
ℑ ,  подгруппа и 1( )G A NDπ

ℑ , / ∈ℑ , то 

( )G ADπ
ℑ , ∈ℑ , что противоречит предположению.  

Следовательно, ( ) 1GM G ADπ
ℑ∩ , ≠ . Так как 1 ( ) 1GN M G ADπ

ℑ∩ ∩ , = , то в ( )G ADπ
ℑ ,  су-

ществует минимальная нормальная в G  π -подгруппа 2 1N N≠ .  
Покажем, что для 1G N/  и 2G N/  условия теоремы выполняются. Пусть найдутся од-

новременно хотя бы по одной подгруппе 1kM N/ ∈ℑ  и 2lM N/ ∈ℑ , где kM ∈Σ , lM ∈Σ . То-

гда 1( )G A NDπ
ℑ , / ∈ℑ  и 2( )G A NDπ

ℑ , / ∈ℑ , так как ℑ  – nS -замкнутая формация. Следователь-

но, ( )G ADπ
ℑ , ∈ℑ , что противоречит предположению.  
Пусть теперь в 1G N/  найдется хотя бы одна максимальная A -допустимая подгруппа 

1iM N/ ∈ℑ , iM ∈Σ , а в 2G N/  все 2jM N/  не принадлежат ℑ , где jM ∈Σ . Тогда 

2 2( ) ( )G N A G A ND Dπ π
ℑ ℑ/ , = , /  и для 2G N/  теорема верна, то есть, в 2( )G A NDπ

ℑ , /  существует 
нормальная в 2G N/  π ′ -подгруппа 2V N∗ / , такая, что 

2 2( ) ( )G A N V N G A VD Dπ π
ℑ ℑ∗ ∗, / / / ≅ , / ∈ℑ . Но и 1( )G A NDπ

ℑ , / ∈ℑ . Следовательно, 

1( )G A N VDπ
ℑ ∗, / ∩ ∈ℑ . Если бы 1N V ∗⊆ , то 2 2 1 2 2 2N N N N N V N∗/ ≠ / ⊆ /  и 1 2 2N N N/  – π ′ -

подгруппа. Но это противоречит тому, что 1N  – π -подгруппа. Следовательно, 1 1N V ∗∩ = . 

Поэтому ( )G ADπ
ℑ , ∈ℑ . Опять получили противоречие с предположением. Точно такие рас-

суждения можно провести, если предположить, что в 2G N/  найдется хотя бы одна макси-
мальная A -допустимая подгруппа 2M N/ ∈ℑ , где M ∈Σ , а в 1G N/  всякая максимальная A -
допустимая подгруппа 1H N/  не принадлежит ℑ , где H ∈Σ .  

Значит, в 1G N/  и 2G N/  не найдется ни одной максимальной A -допустимой под-
группы, не содержащей ℑ -корадикал, принадлежащей формации ℑ  и имеющей своим ин-
дексом в соответствующей фактор-группе π -число, то есть, 

1 1 1( ) ( )G N G N A G A ND Dπ π
ℑ ℑ/ ≠ / , = , /  и 2 2 2( ) ( )G N G N A G A ND Dπ π

ℑ ℑ/ ≠ / , = , / . Используя пред-

положение, получаем, что в 1( )G A NDπ
ℑ , /  и 2( )G A NDπ

ℑ , /  существуют нормальные соответ-

ственно в 1G N/  и 2G N/  π ′ -подгруппы 1 1V N/  и 2 2V N/  такие, что 1 1 1( )G A N V NDπ
ℑ , / / / ∈ℑ  

и 2 2 2( )G A N V NDπ
ℑ , / / / ∈ℑ . Отсюда имеем, что 1 2( )G A V VDπ

ℑ , / ∩ ∈ℑ .  
Пусть 1 2 1V V V∩ = ≠ . Подгруппа 1N  не содержится в подгруппе 2V , так как 1N  – π -

подгруппа, а 2 2V N/  – π ′ -подгруппа. Аналогично 2N  не содержится в 1V , так как 2N  – π -
подгруппа, а 1 1V N/  – π ′ -подгруппа. Следовательно, 1 2V V∩  – π ′ -подгруппа. А по предполо-

жению в ( )G ADπ
ℑ ,  не существует нормальных в G  π ′ -подгрупп. Значит, 1 2 1V V∩ =  и 

( )G ADπ
ℑ , ∈ℑ . Получили противоречие с предположением. Теорема полностью доказана.  

Если Nℑ =  – формация нильпотентных групп, то из теоремы 1 получаем следующее  
Следствие 1.1. Пусть группа G  имеет группу операторов A , такую, что 

( ) 1G A| |,| | = , и в группе G  существует ненильпотентная максимальная A -допустимая 
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подгруппа, индекс которой в G  есть π -число. Если ( )G Aπ ,∆  – π -разрешимая подгруппа, 
тогда в группе G  существует нормальная π ′ -подгруппа V , такая, что ( )G A V Nπ , / ∈∆ .  

Если группа операторов A  единична, то из теоремы 1 следует результат работы [3].  
Теорема 2. Пусть группа G  имеет группу операторов A , такую, что ( ) 1G A| |,| | = , 

ℑ  – nS -замкнутая локальная формация, содержащая все нильпотентные группы. Если N  – 
нормальная π -подгруппа группы G  и ( )N G ADπ

ℑ⊆ , , то либо N ∈ℑ , либо G Nℑ ⊆ .   
Доказательство. Пусть G  – группа наименьшего порядка, для которой теорема не 

выполняется.  
Если 1N = , то N ∈ℑ . Значит, можно предположить, что в N  существует минималь-

ная нормальная в G  подгруппа K , отличная от единицы. Так как 
( ) ( )N K G A K G K AD Dπ π

ℑ ℑ/ ⊆ , / ⊆ / , , то для фактор-группы G K/  теорема выполняется. Сле-
довательно, в G K/  либо G K K N Kℑ / ⊆ / , либо N K/ ∈ℑ . Если G K K N Kℑ / ⊆ / , то 
G Nℑ ⊆ , что противоречит предположению теоремы. Отсюда заключаем, что N K/ ∈ℑ .  

Предположим, что ( )K G A⊆ Φ , . Тогда из [4] подгруппа N  принадлежит формации 
ℑ . Значит, K  не содержится в ( )G AΦ , .  

Если предположить, что всякая максимальная A -допустимая подгруппа группы G , 
не содержащая подгруппу K , содержит ℑ -корадикал, то из [4] получаем, что N ∈ℑ . Снова 
получили противоречие. Следовательно, в группе G  существует такая максимальная A -
допустимая подгруппа H , не содержащая ℑ -корадикал, что G HK= . Если H ∈ℑ , то 
G K Nℑ ⊆ ⊆ , что противоречит предположению. Поэтому подгруппа H  не принадлежит 
формации ℑ .  

Так как K  – π -подгруппа, то H  –максимальная A -допустимая подгруппа группы G , 
не содержащая ℑ -корадикал и не принадлежащая формации ℑ , индекс которой в G  есть π -
число. Но по условию ( )N G ADπ

ℑ⊆ , . Значит, G H= . Полученное противоречие полностью 
доказывает теорему.  

Если группа операторов A  является единичной, то из теоремы 2 можно получить ре-
зультаты М.В. Селькина [3], В.В. Шлыка [5], Л.И. Шидова [6], В.А. Ведерникова и 
Е.Т. Огаркова [7].  

Теорема 3. Пусть группа G  имеет группу операторов A , такую, что ( ) 1G A| |,| | = , 
ℑ  – nS -замкнутая локальная формация. Если N  – нормальная π -подгруппа группы G  и 

( )N N D G Aπ
ℑ/ ∩ , ∈ℑ , тогда 1 2N N N= × , множители которого удовлетворяют следующим 

условиям:  
1) 1N ∈ℑ ;  
2) 2( ) ( )Nπ π∩ ℑ =∅ ;  
3) 2 ( )N G A⊆ Φ , .  
Доказательство. Пусть G  – контрпример минимального порядка, для которого тео-

рема не выполняется.  
Если ( ) 1N D G Aπ

ℑ∩ , = , то теорема верна. Пусть K  – минимальная нормальная в G  под-
группа, отличная от 1, содержащаяся в ( )N D G Aπ

ℑ∩ , . Так как ( )N K N K D G K Aπ
ℑ/ / / ∩ / , =   

( ) ( ) ( )N K N K D G A K N K N D G A N N D G Aπ π π
ℑ ℑ ℑ= / / / ∩ , / = / / ∩ , / ≅ / ∩ , ∈ℑ , то для фактор-

группы G K/  теорема справедлива, то есть, N K/ ∈ℑ . Если ( )K G A⊆ Φ , , то на основании 
работы [4] подгруппа N  принадлежит ℑ , что противоречит предположению. Значит, K  не 
содержится в ( )G AΦ , .  

Если предположить, что всякая максимальная A -допустимая подгруппа группы G , 
не содержащая подгруппу K , содержит ℑ -корадикал, то, используя результат работы [4], 
получаем, что N ∈ℑ . Снова получили противоречие. Следовательно, в группе G  существует 
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такая максимальная A -допустимая подгруппа H , не содержащая ℑ -корадикал, что 
G HK= . Если H ∈ℑ , то G K Nℑ ⊆ ⊆ , что противоречит предположению. Поэтому под-
группа H  не принадлежит формации ℑ .  

Так как K  является π -подгруппой группы G , то H  — максимальная A -допустимая 
подгруппа группы G , не содержащая ℑ -корадикал и не принадлежащая формации ℑ , ин-
декс которой в G  есть π -число. Откуда следует, что K N⊆ . Полученное противоречие 
полностью доказывает теорему.  

Следствие 3.1. Пусть группа G  имеет группу операторов A , такую, что 
( ) 1G A| |,| | = , ℑ  – nS -замкнутая локальная формация, содержащая все нильпотентные 
группы. Если N  – нормальная π -подгруппа группы G  и ( )N N D G Aπ

ℑ/ ∩ , ∈ℑ , то N ∈ℑ .  
Если A  – единичная группа операторов, то из теоремы 3 следуют соответствующие 

результаты работ [3, 5, 8].  
Теорема 4. Пусть группа G  имеет группу операторов A , такую, что ( ) 1G A| |,| | = , 

ℑ  – локальная формация и Gℑ  – π -разрешимая подгруппа группы G . Если индекс любой 
максимальной A -допустимой подгруппы группы G , не содержащей ℑ -корадикал, есть π -
число, то Gℑ  – π -подгруппа.   

Доказательство. Пусть G  – группа наименьшего порядка, для которой теорема не 
выполняется. Если ( )Gπ π∩ =∅ , то в группе G  все максимальные A -допустимые подгруп-
пы будут содержать ℑ -корадикал. Так как ℑ  – насыщенная формация, то G∈ℑ  и 1Gℑ =  
можно считать π -группой. Поэтому ( )Gπ π∩ ≠ ∅  и 1Gℑ ≠ .  

Замечаем, что условия теоремы для фактор-группы выполняются. Если в группе G  
существует нормальная π -подгруппа 1L ≠ , то по предположению G L Lℑ /  будет являться 
π -подгруппой, а следовательно, и Gℑ  есть π -группа, что противоречит предположению.  

В дальнейшем предполагаем, что в группе G  не существует нормальных π -подгрупп, 
отличных от 1.  

Подгруппа Gℑ  не может быть π ′ -подгруппой. Так как Gℑ  не принадлежит ( )G AΦ ,  и 
Gℑ  – π ′ -группа, то индекс всякой максимальной A -допустимой подгруппы в G , не содер-
жащей ℑ -корадикал, будет являться π ′ -числом. Но это противоречит условию теоремы.  

Пусть N  – собственная минимальная нормальная в G  подгруппа, содержащаяся в 
Gℑ . Так как Gℑ  является π -разрешимой подгруппой группы G  и Gℑ  не является π ′ -
группой, то N  – собственная π ′ -подгруппа из Gℑ . Так как для всех групп, порядок которых 
меньше G| | , теорема верна, то в G N/  ℑ -корадикал G Nℑ /  является π -группой. Подгруппа 

( )N G A⊆ Φ , , так как N  – π ′ -группа. Поэтому ( ) ( )N D G A G G Aℑ ℑ⊆ , ∩ ⊆ Φ ,  и, значит, 
( )G G G Aℑ ℑ/ ∩Φ ,  есть π -группа. Порядок Gℑ  делится на некоторые простые числа из π  и 

π ′ . Применяя результат работы [4], получаем, что G G Gπ π
ℑ ℑ ℑ

′= × , то есть, в группе G  суще-
ствует нормальная π -подгруппа, отличная от 1. Полученные противоречия полностью дока-
зывают теорему.  

В случае единичности группы операторов A  из теоремы 4 следуют соответствующие 
результаты М.В. Селькина [3], В.В. Шлыка [5].  

Теорема 5. Пусть группа G  имеет группу операторов A , такую, что ( ) 1G A| |,| | = . В 
группе G  всегда ( ) ( )G G A G G Aℑ ℑ ℑ∩Φ , = ∩Φ , , причем, либо ( ) ( ( ))G G G G Aπ πℑ ℑ ℑ= / ∩Φ , , 
либо всякая максимальная A -допустимая подгруппа, не содержащая ℑ -корадикал, не при-
надлежит насыщенному гомоморфу ℑ .   

Доказательство. Если в группе G  все максимальные A -допустимые подгруппы со-
держат ℑ -корадикал, то ( )G G Aℑ ⊆ Φ ,  и ( )G G G Aℑ ℑ/ ∩Φ ,  – единичная подгруппа. В этом 
случае имеем, что ( ) ( ( ))G G G G Aπ πℑ ℑ ℑ= / ∩Φ , .  
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Пусть в группе G  существует по крайне мере одна максимальная A -допустимая под-
группа M , не содержащая ℑ -корадикал, принадлежащая гомоморфу ℑ . Покажем, что 

( ) ( ( ))G G G G Aπ πℑ ℑ ℑ= / ∩Φ , . Предположим, что существует простое число p , делящее 
Gℑ| | , которое не делит порядок ( )G G G Aℑ ℑ/ ∩Φ , . Тогда ( )G G G Aℑ ℑ/ ∩Φ ,  можно считать и 
p -замкнутой и p′ -замкнутой. Используя работу [4] p pG G Gℑ ℑ ℑ

′= × , причем, в силу выбора 

числа p  ( )pG G Aℑ ⊆ Φ , . Так как M  – максимальная A -допустимая подгруппа, не содержа-

щая ℑ -корадикал, то ( )p p pG MG M G G MGℑ ℑ ℑ ℑ
′ ′= = × = . Но M ∈ℑ . Следовательно, pG Gℑ

′/ ∈ℑ  

и pG Gℑ ℑ
′= , а это противоречит выбору числа p . Таким образом, не существует такого про-

стого числа p , делящего Gℑ| | , которое бы не делило ( )G G G Aℑ ℑ| / ∩Φ , | . Значит, 
( ) ( ( ))G G G G Aπ πℑ ℑ ℑ= / ∩Φ , .  

Покажем теперь, что ( ) ( )G D G A G G Aℑ ℑ ℑ∩ , = ∩Φ , . Так как всякая максимальная A -
допустимая подгруппа H  группы G , не содержащая ( )D G Aℑ , , содержит ℑ -корадикал. Тогда 
на основании работы [4] ( ) ( )G D G A G Aℑ ℑ∩ , ⊆ Φ , . Поэтому ( ) ( )G D G A G G Aℑ ℑ ℑ∩ , ⊆ ∩Φ , . 
Но ( ) ( )G A D G AℑΦ , ⊆ , . Следовательно, ( ) ( )G G A G D G Aℑ ℑ ℑ∩Φ , ⊆ ∩ , , а значит, и 

( ) ( )G D G A G G Aℑ ℑ ℑ∩ , = ∩Φ , . Теорема доказана.  
Из теоремы 5 при единичности группы операторов следует соответствующий резуль-

тат работы [3].  
Теорема 6. Пусть группа G  имеет группу операторов A , такую, что ( ) 1G A| |,| | = , 

ℑ  – nS -замкнутая локальная формация, содержащая все нильпотентные группы, ( )G ADπ
ℑ ,  

– π -разрешимая подгруппа. Тогда либо ( )D G Aπ
ℑ , ∈ℑ  и ( ) ( ( ))G G G G Aπ πℑ ℑ ℑ= / ∩Φ , , либо в 

( )G ADπ
ℑ ,  найдется π ′ -подгруппа V , нормальная в G , такая, что ( )G A VDπ

ℑ , / ∈ℑ .   
Доказательство. Пусть G  – группа наименьшего порядка для которой теорема не 

выполняется.  
Если в группе G  все максимальные A -допустимые подгруппы не содержат ℑ -

корадикал, то ( )G G Aℑ ⊆ Φ , . Так как ℑ  – насыщенная формация, содержащая все нильпо-
тентные группы, то на основании работы [4] получаем, что G∈ℑ . В этом случае 

( )G A GDπ
ℑ , =  и в качестве π ′ -подгруппы V  можно выбрать единичную подгруппу.  

Следовательно, в группе G  существуют максимальные A -допустимые подгруппы, не 
содержащие ℑ -корадикал. Пусть всякая максимальная в G  A -допустимая подгруппа, не 
содержащая ℑ -корадикал, принадлежит формации ℑ . Тогда ( )G A GDπ

ℑ , =  – π -разрешимая 
подгруппа. Согласно теореме 4 ( ) ( ( ))G G G G Aπ πℑ ℑ ℑ= / ∩Φ , , где ( )G G G Aℑ ℑ/ ∩Φ ,  – глав-
ный фактор группы G . Так как G  – π -разрешимая группа, то Gℑ  – либо π ′ -группа, либо 
p -группа, где p π∈ . В первом случае ( )G G G A GDπ

ℑℑ ℑ/ = , / ∈ℑ , что противоречит предпо-
ложению. Во втором случае всякая максимальная A -допустимая подгруппа, не содержащая 
ℑ -корадикал, имеет в группе G  своим индексом π -числа. Следовательно, 

( ) ( )D G A D G Aπ
ℑ ℑ, = , . Используя работу [4], получаем, что ( )D G Aℑ , ∈ℑ . Получили противо-

речие с предположением.  
Следовательно, в группе G  существуют максимальные A -допустимые подгруппы, не 

содержащие ℑ -корадикал и не принадлежащие формации ℑ . Предположим, что все макси-
мальные A -допустимые подгруппы группы G , не содержащие ℑ -корадикал и не принадле-
жащие формации ℑ , имеют своими индексами в G  не π -числа. Значит, ( )G A GDπ

ℑ , =  –  
π -разрешимая группа. А так как в π -разрешимой группе любая максимальная A -
допустимая подгруппа имеет своим индексом либо π -число, либо π ′ -число, то всякая  
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максимальная A -допустимая подгруппа группы G , не содержащая ℑ -корадикал и не при-
надлежащая формации ℑ , имеет своим индексом в G  π ′ -число.  

Если теперь в группе G  всякая максимальная A -допустимая подгруппа, не содержа-
щая ℑ -корадикал и принадлежащая ℑ , имеет в G  своим индексом π ′ -число, то по теореме 
4 Gℑ  есть π ′ -подгруппа. И в этом случае теорема верна.  

Если же предположить, что в группе G  существует максимальная A -допустимая 
подгруппа, не содержащая ℑ -корадикал, принадлежащая формации ℑ  и имеющая в G  сво-
им индексом π -число, то ( )D G Aπ

ℑ , ∈ℑ , так как ℑ  – nS -замкнутая формация. Используя тео-
рему 5, получаем, что ( ) ( ( ))G G G G Aπ πℑ ℑ ℑ= / ∩Φ , . А это противоречит предположению.  

Значит, можно считать, что в группе G  не существует максимальных A -допустимых 
подгрупп, не содержащая ℑ -корадикал, принадлежащих формации ℑ . Используя теорему 4, 
получаем, что Gℑ  – π ′ -подгруппа. Отсюда следует, что ( )G A GDπ

ℑ ℑ, / ∈ℑ , что противоречит 
предположению.  

Следовательно, в дальнейшем полагаем, что в группе G  существует максимальная A -
допустимая подгруппа, не содержащая ℑ -корадикал, не принадлежащая формации F , индекс 
которой в G  есть π -число. Используя теорему 1, получаем, что в ( )G ADπ

ℑ ,  существует π ′ -

подгруппа V , нормальная в G , такая, что ( )G A VDπ
ℑ , / ∈ℑ . Теорема полностью доказана.  

Заметим, что ( ) ( )FD G A G ADπ π
ℑ , ⊆ ,  и  

 ( ) ( ) ( )VD G A V D G A V D G Aπ π π
ℑ ℑ ℑ, / ≅ , / ∩ , ∈ℑ,  

так как ℑ  – nS -замкнутая формация и ( )V D G Aπ
ℑ∩ ,  – π ′ -подгруппа, то в случае, ко-

гда группа операторов A  единична, из теоремы 6 вытекают результаты работ [3], [5], [8].  
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