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Одно обобщение формулы Кристоффеля
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Пусть R -  обобщенная спектральная функция [1] задачи Коши

^ n+i + © - 1  +Ьпсо„ =хсоп; п = ОД,... (1)
=0; 1 (2)

где Ьп е С  (п = 0,1,2, ...), т.е. полиномы соп(х) (п = 0,1,2,...) ортонормальны относительно не
которого аддитивного и однородного функционала R , определенного на линейном простран
стве полиномов с комплексными коэффициентами:

\R\o)„cok) = 6nk п,к — 0 ,1 ,2 ,...

Из работ В.Лянце [2] известно, что уже в случае экспоненциально убывающего по
тенциала Ьп спектральная функция, вообще говоря, не является мерой, а обобщенной функ
цией, связанной с регуляризацией особенностей типа полюса.

В монографии Г.Сеге [4] формулами Кристоффеля называются формулы, связываю
щие полиномы, ортогональные на некотором отрезке относительно мер dafxj и p(x)da(x), где 
полином р(х) неотрицателен на этом отрезке. Автор рассматривает случай, когда обобщенная 
спектральная функция задачи Коши (1)-(2) возмущена или с помощью мультипликатора, или 
с помощью линейной комбинации 5-функций, сосредоточенных у разных точках комплекс
ной плоскости. Эти результаты изложены в работе [6].

В этой статье рассматривается эта же задача, что и в формуле Кристоффеля, но для 
возмущения, порожденного функционалом х 'у8 (см. [4]).

Лемма 1. Пусть р(х) -  произвольный полином с комплексными коэффициентами. То
гда

|х~’ф ( х ) )  = д'(о).

Доказательство. По определению операции х '1 [6]

|х~‘£|д(х)} =

р { х ) - р {  0)
где g(x) = --------------- как полином непрерывный в точке х = 0 т.е.

х

g(0) = lim g(x) = lim = p '(o) (4)
x->0 *-»0  X

Из равенств .(4) и (5) вытекает утверждение леммы.
Лемма 2. Пусть р(х), g(x) -произвольные полиномы с комплексными коэффициента

ми. Тогда

|*~ '4P (»g(X )) = P'(0)g(0) + p(0)g '(0)

Доказательство. Введем обозначение p(x)g(x) =G(x) . Тогда вследствие леммы 1 имеем:
|x 4 £|G(x)) = G '(o)= p '(0)g(0) + p (0 )g \0 )

р (х ) -р (0 у
< % ( » /= ^(0), (3)
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134 Ю. JI. Кишакевич

Пусть S -  обобщенная спектральная функция задачи Коши

ап-\(Рп-\ + аП(Рп+1 + Ь„<Р„ -Х(рп 
срл  = 0 щ  = 1

где ап е  С, а„ Ф О, Ъ„ е С ( п = 0, 1, 2, ... ) . Тогда имеет место равенство:

Сп =(а0ах...ап_х) '

(5)
(6)

(7)

где Сп -  старший коэффициент многочлена (рп .
В этой статье будет применена такая методика решения обратных задач спектральной 

теории: вначале по S  -  известной обобщенной спектральной функции некоторой задачи (5)- 
(6) возобновляем S  -  ортогональные полиномы со старшими коэффициентами, равными еди
нице, потом находим коэффициенты ап разностного уравнения, старшие коэффициенты S - 
ортонормированных полиномов и коэффициенты Ьп разностного уравнения.

Пусть система полиномов Рп(х) (п = 0,1,2,...) удовлетворяет двум условиям:
= 0,1,2,...)-п-той степени со старшим коэффициентом 1;

2)\s\PmPn) = KnSm<n, т ,п -  0,1,2,..., Кп Ф 0, KQ= 1.

Если фп (х) -  S-ортонормированные полиномы, т.е.

Ш = с „рМ  ЩФпФя )= * тА,
то имеют место следующие равенства:

п = 0,1,2,...

Из этого равенства и равенства (7) вытекает, что

а20 = К х, а„2_ , = - ^ Ч  п -  2,3,...
К л -1 (8)

Выбирая определенную ветвь yfz , находим из последних формул ап{ п -  0,1,2,...) и 
строим 5-ортонормированные полиномы следующим образом:

ф Хх)=ай'а-хх...ап\Р п(х) (п = 1,2,...).
Введем обозначения:

а )М ,= +(м,®к) (j,k  = 0,1,2, ... ,n-1 ;производные здесь и далее берутся в точке х  = 0)

б) det Dn = Д„ 0 =  1 ,2 ,...)

г) ф А х ) = ~А„

со..
А,

со.
..............................  : К -  1®л)
(х) бУ,(х) ••• соп_х{х) соп{х)

(и = 1,2, ...; (9)
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Теорема. Если Лп & 0 ( п -  2,3, ... ), то многочлены <рп(х) = упФп(х) ортонормировапы 
относительно функционала

S  — R + х ’б.
Полиномы q>n(x) удовлетворяют разностное уравнение

ап(Р„+\ + +К<Рп = Х(РАХ) (п = 0,1, ...)

и начальные условия
(р.! = 0; сро — 1

Коэффициенты этого разностного уравнения определяются по формулам:

л+1

Ь =V2_!1±L Ъ +п /  п А п

, у2 .^a+L
'  п  а 2

д /

у 2/  п
я (дд,)'

А„ : (д,Дм)
"„и (ДД,+1)' ••• (д,+,д,_,) К и Д ,)

. . . Д.-2 д,
сох 1 + (Д 2У ••• Цю„_2)

Д-! (д <»„_,) ••• (д,-,Д,-2) (ДмД.)

(10)

Доказательство. Легко проверить, что полиномы Фп(х) удовлетворяют двум условиям: 
а) Ф„(х) -  полиномы точно п- той степени со старшим коэффициентом 1;

0 т ф п

Д„б)|5|Ф„Ф.} = Я + 1 т = п

т
Сначала докажем, что |5'|ФяФт ) = 0 при т < п. Так как Фт(х) = ^ C mka>k(x),

т

то|5 |Ф иФи  ̂= ^ C mk\s\O nct)k\ . Из равенства (11) имеем:

/Ы0

к=0

фп(хМ х) = ~
д.

С0й0)к Щй)к

Д,

(дд)

(Д ы Д ,)
Д,->Д Д ,Д

(П)

Из равенств (11) вследствие соотношений
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S\(Op(Ok
(сора>к) р * к

}  + {Q)k )  Р  = к
можем найти 5'1Фпша) при к -  0,1,2, 1. Для примера найдем

)+ ) =5рк+ ( Щюк) ’ =

д
®я

••• f ••• : k - i ® J

; 1 + (<у ,2) ••• (сопсоАУ

= о,

ибо определитель содержит две одинаковых строки. Аналогично доказывается, что 
5|Фя®а) = 0 при к = 0, 1,2, ... ,п - \.  Таким образом, Ы ф пф  \ = 0 при т *п. Легко видеть, что

5|ф;)=|5|фл )= А

:  Ч

А :  ( © , © „ )

:  К ч Д )

Ч  • • к . , © , ) '  1 + к 2 ) '

ДП+1 (12)

Тогда, пользуясь формулами (8), находим коэффициенты разностного уравнения а„:

п1 -  • а 2 -  А + А -1 • п > 1а0 -  ——, 2 ’
д, д»

Полиномы <р„(х) = Т„Ф„(х) уже будут ортонормированы. Докажем, что полиномы 
(рп(х) удовлетворяют некоторому разностному уравнению второго порядка на полуоси. Пусть

И+1
*?„(*)=  X  < * % (* )

к=0
Вследствие Д-ортонормированности полиномов срп(х) отсюда вытекает, что

Легко видеть, что
dn k -  0 при к = 0, 1,2, ... , п -  2. 

= | %  Д, M tfVi (*))= dn.hn.

С другой стороны

t f  1 =п,п- 1 5 <Рп(х)
иА

п -1  п+1 _  „  „  1!— —2---- -а„_! п > 1

Ищем теперь Ъп = н = 0,1,2, ... Вследствие (11) имеем

К  = dn,n = ф Ч  (х)) = г„2 5|хФ2(х)) = у 2
п- 1

М +X  c nk°jk W
i»0

Использовав (1), отсюда имеем:

4 ■=*,»= Г.гИФл.,) + *,И«>А)+С,л.1|5|Ф,<»,)). (13)
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Положив в равенстве (11) к = п + 1, найдем вначале Фпс0п+1 , а потом и |  ̂. Ко

эффициент С„,п-1 находим из равенства (10) как алгебраическое дополнение к o)„-i(x).
Подставив в равенство (13) значения j 5'|Фп̂б>я+1 ̂ , |5 |Ф пюл  ̂ и коэффициента , по

лучим равенство (10). Теорема доказана.
Abstract

The author considers relations between polynom ials forming a part of the spectral function 
of the problem of Cauchy.
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