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Приводимые щ-насыщенные формации с разрешимым дефектом ^  2

В. Г. С а ф о н о в . И. Н. С а ф о н о в а

Рассматриваются только конечные группы. Используются определения и обозна­
чения, принятые в книгах [1,2] и работе [3].

Пусть со — непустое множество простых чисел. Символом G^d обозначается наи­
большая нормальная в G подгруппа, у которой каждый композиционный фактор яв­
ляется wd-группой (если таких подгрупп в G нет, то полагают Gud — 1). Функция вида 
/  : со U { и/ } — » {формации} называется сг-локальным спутником. Через LFu( f )  обо­
значается класс всех таких групп G , что G/G^d С /(^ 0  и G/FP(G) G f(p )  для любого 
р е  со П k(G). Если формация д такова, что $  — LFu(f) ,  то говорят, что £  являет­
ся сг-локальной формацией, а /  — ш-локальным спутником формации Формация $  
называется ш-насьиценной. если ей принадлежит всякая группа G с G/L € £, где L С 
С Ou(G) П Ф(С). Как было показано в [3,4], формация £  является ш-насыщенной тогда 
и только тогда, когда она ^-локальна.

Пусть X  — некоторая совокупность групп. Тогда через /wformX обозначают 
ш-насыщенную формацию, порожденную классом групп X, т.е. пересечение всех со- 
насьпценных формаций, содержащих X. При этом, если X =  {G }, то формацию /^formG 
называют однопорожденной ш-насыщенной формацией. Для любых w-насыгценных 
формаций Ш и $) полагают =  /wform(97t[Jf)). Совокупность всех w-насыщенных
формаций 1Ш с операциями М“ и П  образует полную модулярную решетку.

Пусть 5 — некоторая ш-насыщенная формация, S) — произвольный класс групп. 
Формацию 5  называют минимальной ^-насыщенной не io-формацией (^^-критической 
формацией), если 5  ^  й, но все ее собственные сс-насыщенные подформации из J  со­
держатся в классе групп S).

Если Sj — (^-насыщенная формация, то ^-дефектом ш-насыщенной формации 5 
-дефектом формации £) называют длину решётки ш-насыщенных форма­

ций, заключенных между 3  f]  $) и 3- Д-Дефект ш-насыщенной формации 3  обозначают 
через : 3  П ■ Если Д =  6 , то в-дефект сс-насыщенной формации называют её 
разрешимым дефектом.

w-Насыщенную формацию 3  называют неприводимой, если 3  ф /wform(Uje/X ,) =  
=  Vw(jE*|* G / ) ,  где {Xi\i £ 1} — набор всех собственных ш-насыщенных подформаций 
из 3- В противном случае формацию $ называют приводимой.

В данной работе дается описание приводимых w-насыгценных формаций, имею­
щих разрешимый дефект ^ 2.

Следующие две леммы являются частным случаем лемм 5.2.7 и 5.2.8 [2, с.193-
194].

Л емма 1. Пусть Ш, 3  и S) — со-насыщенные формации, причем Ш С 3- Тогда 
если т и п  — Т)и-дефектпы формаций Ш и 3  соответственно, то т ^  п.

Л емма 2. Пусть 3, Xfl, X и Д — со-насыщенные формации, причем 3  =  XIV ШХ. 
Тогда если т, г u t  — 5)ш-дефекты формаций XI, X и 3  соответственно, то t ^ т + г.

Л емма 3 [5]. Пусть — формация классического типа, 3  — непустая со- 
насыщенная формация. Тогда если $  % Т), то в 3  имеется по крайней мере одна ми­
нимальная со-насыщенная не f i -подформиция.
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Лемма 4 [6,7]. Тогда и только тогда $  — минимальная и>-локальная нераз­
решимая формация, когда $  =  HforraG, где G — монолитическая группа с таким 
неабелевым монолитом Р, что группа G/Р разрешима.

Частным случаем леммы 2.1.6 [2, с.41] является следующая
Лемма 5. Пусть А — монолитическая группа с неабелевым монолитом, Ш — 

некоторая полуформация и А € /form®!. Тогда А € 93!.
Лемма 6 [8]. Пусть $ — оо-насыщенная формация. Тогда разрешимый дефект 

формации 5  равен 1 в том и только в том случае, когда $  — fj V ШХ, где fj — ми­
нимальная со-насыщенная неразрешимая формация, а X — разрешимая из-насыщенная, 
формация, при этом: 1) всякая разрешимая подформация из 5  входит в Т  V Д Л  П  ®)>' 
2) всякая неразрешимая ио-насыщенная подформация Ш из  ̂имеет вид fj V ДЭДТР| 6 ) .

Доказательство. Необходимость. Пусть 5 ~  ш-насыщенная формация с разре­
шимым дефектом 1. Так как $  неразрешимая формация, то по лемме 3 в 5  содержится 
некоторая минимальная ш-насыщенная неразрешимая формация f). По условию лем­
мы X =  5  П 6 — максимальная w-насыщенная подформация формации Поэтому 
£  =  fj V ШХ.

Достаточность. Пусть #  =  fj V иX , где fj — минимальная а-насыщенная нераз­
решимая формация, а X — разрешимая ш-насыщенная формация. Тогда ввиду леммы 2 
6-дефект формации 5 не превосходит 1. Так как $ £  то $ — а-насыщенная форма­
ция разрешимого дефекта 1.

Докажем теперь вторую часть леммы. Поскольку fj П 6  — максимальная оо- 
насыщенная подформация в fj, то в силу решеточного изоморфизма

$/“ (fj П 6) V ШХ = ((я П 6) V ШХ) V ы $)/“ {$ П 6) V их  ~
~  fj/ufj П ((Д П 6 )  V =  fj/ufj П 6

заключаем, что (fj П 6 )  V ЫХ  — максимальная ш-насыщенная подформация в 5- По­
скольку 5 ^ то любая разрешимая подформация из 5  содержится в (fj П 6 )  V ШХ.

Допустим теперь, что в # имеется минимальная ш-насыщенная неразрешимая 
подформация ^  и ^ /  fj- Ввиду леммы 4 имеем fj\ =  /“’formG, где G — монолитиче­
ская группа с таким неабелевым монолитом Р, что группа G/Р разрешима. Поскольку 
/form(f) U X) — ш-насыщенная формация, то ft V ШХ С Тоггп(^ U X). Значит, G Е $  =
=  fj V ШХ  С Тогт(Д  U X). Но тогда по лемме 5 G € fj U X. Так как G неразрешимая
группа, то G € fj и, следовательно, fji С Д. Поскольку fji 2  ® и fj — 6 ^ -критическая 
формация, то fj\ =  fj. Противоречие. Таким образом, в формации 5  нет минимальных 
и>-насыщенных неразрешимых подформаций, отличных от fj.

Пусть теперь ®! произвольная неразрешимая ш-насыщенная подформация фор­
мации Тогда, согласно доказанному выше и лемме 3, имеем fj С Ш!. Поэтому

ш  = ш  п $ = m  п (fj v шх) = f) v ш(ш  п х) =
=  fj v  w(2tf n (5 n © )) =  fj v  ш(ш  n ©).

Лемма доказана.
Теорема. Пусть $  — приводимая из-насыщенная формация. Тогда и только то­

гда разрешимый дефект формации 5 равен 2, когда $ удовлетворяет одному из следу­
ющих условий:

1) 5  =  V ufj2 V где УЯ С &, a fji и f)2 — различные минимальные ш- 
насыщенные неразрешимые формации;

%) 3  =  fj V ШШ, где Ш С ©, fj — неприводимая из-насыщенная формация разре­
шимого дефекта 2, 9Я % fj.
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Доказательство. Необходимость. Пусть X — такая максимальная to-насьиценная 
подформация $, что \Х : X  П 6 |" — 1. По лемме 6 X =  V "271, где — минимальная 
to-насыщенная неразрешимая формация, 271 С &. Если в £ имеется еще одна минималь­
ная to-насьиценная неразрешимая подформация Sj2, отличная от fti, то в силу леммы 6 
f )2 Ф 37 Значит, # =  X  V " f i2 =  £>1 V "#2 V "271, т.е. формация $  удовлетворяет условию 
1) теоремы.

Пусть теперь в ^ нет отличных от fji минимальных to-насыщенных неразреши­
мых формаций. Поскольку $  — приводимая to-насыщенная формация, то в $  \ X  най­
дется такая группа G , что 21 =  /“ formG Ф Понятно, что $  =  X  V "23. Ввиду леммы 2 
|SH : 23 П 6 |" ^  2. Поскольку $ =  X V "23 и \Х : X П 6 |" =  1, то |SK : 21 П 6 ]" ф 0. 
Допустим, что |23 : 21П б|" =  1. Тогда по лемме 6 23 =  V , где 271! С 6 . Значит,

Ъ =  X  V "23 =  (i3i V "271) V "(£1 V "fJDti) =  .fu V “ (271V шШг).

Но тогда, в силу леммы 2, получим '• $  Г) 6 |" =  1. Противоречие. Поэтому |23 : 23П 
Пб|" =  2. Заметим, что С 21 и 271 % 21, так как в противном случае X  — V"271 С 21.
Последнее противоречит максимальности формации X.

Если 23 — неприводимая to-насыщенная формация, то

£  =  X  V "23 =  .fix V w371 V "23 =  271 V "23

и формация 5 удовлетворяет условию 2) теоремы.
Пусть 23 — приводимая to-насыщенная формация. Как известно (см. замеча­

ние 3 [3, с. 127]), любая однопорожденная to-насыщенная формация содержит конеч­
ное число разрешимых to-насыщенных иодформаций. Пусть к — число разрешимых 
to-насыщенных подформаций формации 23. Индукцией по к покажем, что $  удовлетво­
ряет условию 2).

Обозначим через £  такую максимальную to-насыщенную подформацию форма­
ции 23, что |£ : £П©|" =  1. Если 23Пб<2£ ,т о£\ / " ( 23П©)  =  23и|23 : 23 П0|" =  1, что 
невозможно. Значит, 23П6 С £. В силу леммы 6 £  =  Зф V"27l2, где 2712 С ©. Поскольку 
23 — приводимая to-насыщенная формация, то в 23 \ £  найдется такая группа А, что 
23i =  Inform А ф 23. Тогда 23 =  £  V "23i. Если |23д. : 23х П © j" < 2, то в силу леммы 2 
имеем |23 : 23 П ©|" =  1. Противоречие. Значит, ]23х : 232 П ©|" =  2. Так как в $  нет 
отличных от ЗД минимальных to-насыщенных неразрешимых формаций, то с учетом 
леммы 3 имеем fji С 23ь Поскольку £  максимальная to-насыщенная подформация 23, 
то 2712 % 23ь так как в противном случае £  =  Sji V "2Л2 С 23i С 23. Поэтому число 
разрешимых to-насыщенных подформаций формации 23х меньше к. Значит, если 23i — 
приводимая to-насыщенная формация, то по индукции мы можем считать, что 23i =  
=  S) V"27t3, где $) — неприводимая to-насыщенная формация разрешимого дефекта 2. 
Тогда

£  =  23 V w27t =  £  V "23! V "2Л =  fp  V "2Л2 V "23х V "2Л ='

=  V "(271V "2Я2 V "2Л3) =  ft V "2Л4,

т.е. формация 5 удовлетворяет условию 2) теоремы.
Если 23г — неприводимая to-насыщенная формация, то

£  = 23 V "2Л = £  V "23! V "271 -  Зщ V "2Л2 V "23i V "2Л =

=  23i V "(2Л2 V "271) =  23j V "2Л5
и формация $  также удовлетворяет условию 2). Теорема доказана.

В случае, когда со — {р } из теоремы получаем
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Следствие 1. Пусть 5  — приводимая p-насыщенная формация. Тогда и только 
тогда разрешимый дефект формации $  равен 2, когда $  удовлетворяет одному из 
следующих условий:

1) $  =  fii V р£ 2 V рт , где ЗЛ С 6 ,  а Зф и Sj2 — различные минимальные р- 
насыщенные неразрешимые формации;

2) 3  — v  Р9Л, где ЗЛ С &, Д — неприводимая p-насыщенная формация разре­
шимого дефекта 2, ЭЛ % Зф

Если со — множество всех простых чисел, из теоремы вытекает
Следствие 2. Пусть $  — приводимая насыщенная формация. Тогда и только 

тогда разрешимый дефект формации 5 равен 2, когда $  удовлетворяет одному из 
следующих условий:

1) д  =  fh  V ;i02 v т , где ЭЛ С в ,  а Зф и Sj2 — различные минимальные насы­
щенные неразрешимые формации;

2) $ — 3} V /ЗЛ, где ЗЛ С 0 ,  3) — неприводимая насыщенная формация разреши­
мого дефекта 2, ОЛ % 3).

Abstract. The description of reducible partially satureted formations of finite groups with 
the soluble defect ^  2 is obtained.
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