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О группах, у которых каждая р-сверхразрешимая подгруппа 
является р-нилыготентной

Е .А .З а д о р о ж н ю к

Все рассматриваемые нами в данной работе группы конечны. Все используемые 
обозначения и определения соответствуют принятым в [1, 2, 3]. Напомним лишь, что 
подгруппа Н  группы G называется п- минимальной, если в G существует такая цепь, 
что

1 =  Н0 < ■... < •#„_а < Нп =  Н,

и в любой максимальной цепи такого вида число членов не превосходит п  +  1.
Строение группы тесно связано со свойствами её минимальных подгрупп. Напо

мним, например, что если группа G имеет нечётный порядок и все её минимальные 
подгруппы входят в центр группы G, то группа нильпотентна [4]. Если же у группы 
нечётного порядка все минимальные подгруппы нормальны, то такая группа сверх- 
разрешима [5]. Эти результаты получили развитие в работах многих авторов (см., на
пример, [6], [7], [8]). Среди недавних работ по теории минимальных подгрупп отметим 
содержательную работу [9].

В работе. [10] изучались группы, у которых каждая минимальная подгруппа со
держится в гиперцентре своего нормализатора. Оказывается, что класс групп с таким 
свойством является тотально локальной формацией. Более того, он является формацией 
Шеметкова. Напомним, что непустая формация 5  называется формацией Шеметкова, 
если всякая минимальная не ^-группа является либо циклической группой простого 
порядка, либо группой Шмидта [11].

В настоящей работе мы дадим новые характеризации групп, у которых каждая 
минимальная подгруппа содержится в гиперцентре своего нормализатора.

О пределение. Пусть 0 / 7 г С Р и р 6 т г .  Группу G назовём nM^-группой (в 
частности, пМр-группой при тт =  {р}), если для любой её n-минимальной (а при п  > 1 
и неэлементарной) тгА-подгруппы Я  выполняется включение

я с а д я ) ) .
В частности, IM n -группу будем называть АЯ-группой.

1. Л ем м а. Пусть А \, Л2 — такие нормальные в G подгруппы, что для любого G- 
главного pd-фактора Н / К ,  где К  < Н < Афг =  1,2), выполняется следующее условие:

C g ( H / K ) =  G (1)

Тогда условие (1) выполняется и для любого G-главного pd-фактора подгруппы A i А2 . 
Доказательство. Рассмотрим нормальный ряд группы G

1 С Aj С A i A2.

Уплотним его до G'-главного ряда:

1 =  G0 С  Gi С  ... С  Gt =  Ai С  Gt+i С  ... С  Gt+r =  AjAa.
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32 Е. А. Задорожнюк

Так как по условию леммы все G-главные реД факторы группы А х удовлетворяют усло
вию (1), то нам достаточно показать, что все G-главные pd-факторы между А х и А ХА2 
удовлетворяют условию (1). Пусть Н / К  — произвольный G-главный рЯфактор, где 
А] С  Я С  АхА 2. Согласно [3, лемма 2.7] фактор Н / К  является G-изоморфным факто
ру Я  П А 2/ К  П А2. Значит, фактор Я  П А2/ К  П А2 является G-главным рсАфактором. 
Кроме того, Я  П А 2 С А 2. Но тогда по условию леммы имеем

CG(H П А2/ К  П Л2) = G =  CG(H/K) .

Лемма доказана.
2. Л ем м а. Всякая подгруппа пМ^-группы G является пМп-группой. 
Доказательство. Пусть Т  — произвольная собственная подгруппа пМ^-группы 

G. Покажем, что группа Т  является пАЯ-группой. Пусть Я  — произвольная п- 
минимальная (а при п > 1 и неэлементарная) 7г of-подгруппа группы Т. Покажем, что

Н  С 7Joo(NT{H)).

Пусть N  = Na(H).  Так как группа G является пАЯ-группой, то

Я  С  Z ^ N ) .

Поэтому нам достаточно лишь проверить, что

Zoc(N) С г ^ Н Д Н ) ) .

Рассмотрим произвольный /V-главный ряд в Z 00(N):

l = N 0 C N 1 C . . . C N i = ^ ( iY ) .

Ввиду леммы 1 имеем
Cn W N ^ )  = N

для любого i — 1, . . .  ,t.
Рассмотрим ряд

1 =  ЛгоПТСЛГ1 П Г С . . . С Л Г 4ПТ =  Z ao(N)  П Т. (2)

Пусть Ti =  Ni П Т, где г — 1, . . .  ,t. Заметим, что Тг_х < для всех г =  1 , . . . ,  t. Так
как

ТДЪ - 1 =  /V, П T/Ni- i  П Т П Я - N ^ i N i  П T ) / N ^  = С Л у /V ^,

TO

Ст{Тх/ П D CT{NijNi-i) =  С у д у /У ^ )  П T -  Я П T.

Но тогда
i Vf l TC Gr (Ti/Ti_ О П /V -  CmNiTi/Ti-i) С T O N .

Значит,
CrnN(Ti/Ti-i)  =  T  П Л7.

Заметим, что
(Zoo(TV) П T) <3 (АП T) =  NT(H).
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Отбросив в (2) повторяющиеся члены и уплотнив его до главного ряда группы Т  П N, 
видим, что Zoo(N) С Z00(NT(H)). Лемма доказана.

3. Л ем м а. Каждая р-сверхразрешимая подгруппа группы G является р- 
нилъпотентной тогда и только тогда, когда каждая минимальная р-подгруппа Н 
группы G удовлетворяет условию

Н  С Z$(Ng(H)),

где $  — формация всех р-нильпотентных групп.
Доказательство. Необходимость. Предположим, что каждая р-сверхразрешимая 

подгруппа группы G является р-нильпотентной. Докажем, что для произвольной ми
нимальной р-подгруппы Н  группы G имеет место включение

Н  С гДЫ а(Н )),

где 5  ~  формация всех р-нильпотентных групп. Пусть Н  = <  х >, N  — Ng(H), Np — 
силовская р-подгруппа в N. Тогда из Н < N P следует, что Н  Г) Z (N P) ф 1. Так как группа 
Н  простого порядка, то Я  С Z(N P), и поэтому Np С CG(H).

Пусть теперь у  — такой элемент из N, что его порядок не делится на р. Тогда 
в группе Т  = <  х  >< у  > подгруппа < х  > — силовская р-подгруппа, < у > — хол- 
ловская р'-подгруппа. Очевидно, группа Т  является сверхразрешимой. Значит, она р- 
сверхразрешима. Тогда группа Т  по предположению является р-нильпотентной, что 
влечёт включение

У С CG(< х  >).

Любой элемент z £ N  представим в виде z  =  ziz2, где z\ — p-элемент, z2 — р'-элемент в 
N. Тогда согласно доказанному zb z2 € CG(fI),  откуда следует, что z — ZiZ2 G CG{H), 
т.е. N  С C g (H) .  Получаем, что Н  С Z(N) ,  а значит, Я  С Z 0O(N).

Достаточность. Пусть каждая минимальная р-подгруппа Я  группы G удовле
творяет условию

н  С Zoo(Ng (H)),

где $  — формация всех р-нильпотентных групп. Докажем, что каждая р- 
сверхразрешимая подгруппа группы G является р-нильпотентной. Предположим, что 
это утверждение не верно. Выберем в группе G р-сверхразрешимую подгруппу Я  наи
меньшего порядка, не являющуюся р-нильпотентной. Тогда каждая собственная под
группа группы Я  р-нильпотентна. Согласно [12; IV,(5.4)] группа Я  является группой 
Шмидта. Ввиду [12; 111,(5.2)] имеем

Я  =  PQ , CP(Q) =  P / - 0 ( P ) ,

где Р  — нормальная силовская р-подгруппа группы Я, Q — её абнормальная цикличе
ская силовская (/-подгруппа, р и q — различные простые числа.

Так как группа Я  является р-сверхразрешимой, а Р/Ф(Р)  — главный р-фактор в 
Я, то Р/ Ф ( Р ) — циклическая группа. Тогда ввиду [13; 5,(1.2)] группа Р  также цикли
ческая, а значит, она является абелевой. Поэтому Р'  =  Ф (Р)  =  1. Но так как Р/Ф(Р)  =  
=  Я/1 — главный р-фактор, то |Я| =  р. Ввиду того, что NH(P)  =  Я , получаем, что 
Я С Z$(H),  т.е. Н / С н { Р ) G /(р ) =  (1), где /  — локальный спутник формации всех 
р-нильпотентных групп. Тогда Сн(Р)  = Я , т.е. Я С Z(H).  Значит, Я  — нильпотентная 
группа. Противоречие. Лемма доказана.
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4. Л ем м а. Каждая р-сверхразрешимая подгруппа группы G является р- 
нилъпотентной тогда и только тогда, когда группа G является Мр-группой.

Доказательство. Необходимость доказывается так же, как и в лемме 3.
Достаточность вытекает из леммы 3.
5. Л ем м а. Каждая р-сверхразрешимая подгруппа группы G является р- 

нилъпотентной тогда и только тогда, когда каждая минимальная р-подгруппа Н 
группы G удовлетворяет условию

Н  С Z ( N g (H)).

Доказательство. Необходимость доказывается так же, как и в лемме 3. 
Достаточность следует из леммы 4.

6. Л ем м а. Каждая р-сверхразрешимая подгруппа группы G является р- 
нилъпотентной тогда и только тогда, когда для любой 2-минималъной неэлементар
ной pd-подгруппы Н группы G выполняется включение

Н  С КДМс(Н)) ,

где 3 — формация всех р-нильпотентных групп.
Доказательство. Необходимость. Пусть каждая р-сверхразрешимая подгруппа 

группы G является р-нильпотентной. Пусть Н — любая 2-минимальная неэлементарная 
рсйюдгруппа группы G, у — любой элемент из No(l l ) .  Рассмотрим группу Н < У >• 
Понятно, что Я  < Н  < у >■ Ввиду изоморфизма

Н  < у > / Н  ~ <  у  > /ЯП < у >

следует, что группа Я  < у > /Я  является циклической, а значит, — сверхразрешимой. 
Если ]Я| =  р2, то ввиду цикличности Я  и [1; А,(7.12)] следует, что группа Я  < У >  свер- 
хразрешима. Если ] Я  j — pq, где q — отличное от р простое число, то в группе Я  < у > 
имеется нормальный ряд, проходящий через Я, с главными факторами простых поряд
ков. Тогда группа Я  будет также сверхразрешимой, а значит, — р-сверхразрешимой. 
По условию леммы группа Я  < У > должна быть р-нильпотентной. Тогда для любого 
главного ра'-фактора L / Z  группы Я  < у  > , лежащего ниже Я , имеет место равенство

CH<y>(L/Z) ~  II  < у  >,

поэтому
У G GH<y>{L/Z).

Тогда
Ng (H ) С CH<y>(L/Z)  С CNg[H){L/Z).

Отсюда получаем, что
CNg{h)(L/Z)  =  Na(H).

Значит,
я С Z$(Ng (H )),  

где 3  ~  формация всех р-нильпотентных групп.
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Достаточность. Допустим, что для любой 2-минимальной неэлементарной pd- 
подгруппы Н  группы G выполняется включение

Я  С Z9(Ng (H)),

где 5  — формация всех р-нильпотентных групп. Докажем, что каждая р- 
сверхразрешимая подгруппа группы G является р-нилъпотентной. Предположим, что 
это утверждение не верно. Выберем в группе G р-сверхразрешимую подгруппу Т  наи
меньшего порядка, не являющуюся р-нильпотентной. Тогда каждая собственная под
группа группы Т  р-нильпотентна. Согласно [12; IV,(5.4)] группа Т  является группой 
Шмидта. Ввиду [12; 111,(5.2)] имеем

Т -  PQ, CP(Q) = Р' = Ф(Я),

где Р  — нормальная силовская р-подгруппа группы Т, Q — её абнормальная цикличе
ская силовская g-подгруппа, рис /  — различные простые числа.

Так как группа Т  является р-сверхразрешимой, а Р /Ф (Р ) — главный р-фактор в 
Г, то Р/Ф {Р) — циклическая группа. Тогда ввиду [13; 5,(1.2)] группа Р  также цикли
ческая, а значит, она является абелевой. Поэтому Р' =  Ф (Р) =  1. Но так как Р/Ф (Р) =  
= Р/1  — главный р-фактор, то |Р | =  р. Пусть Zq — группа простого порядка q группы 
Q. Понятно, что в группе PZq все максимальные ряды имеют длину, равную 2, т.е. 
подгруппа Н  =  P Z q является 2-минимальной в группе Т. Тогда ввиду предположения

я С Z$(Nc(

Так как Н  < N g{H), то у группы Н  все главные pci-факторы центральны в Ng(H). 
Следовательно,

CN a W (p ) = Яо(Я).
Это влечет, что

С и(Р) = Р,

т.е. Н  — нильпотентная группа. Противоречие. Лемма доказана.
7. Теорема. Д ля  группы G следующие условия эквивалентны:
1) каждая р-сверхразрешимая подгруппа группы G является р-нилъпотентной;
2) каждая минимальная р-подгруппа Н  группы G удовлетворяет, условию

н  С ZS(NG(H)),

где $  — формация всех р-нилъпотентных групп;
3) группа G является Мр-группой;
4) каждая минимальная р-подгруппа Н  группы G удовлетворяет условию

н  С Z(Ng(H))-,

5) для любой 2-минималъной неэлементарной pd-подгруппы Р[ группы G выпол
няется включение

Н  С Zs(N g (H)),

где $  — формация всех р-нилъпотентных групп.
Доказательство. Эквивалентность утверждений 1) и 2) следует из леммы 3.1.5. 
Эквивалентность утверждений 1) и 3) следует из леммы 3.
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Эквивалентность утверждений 1) и 4) следует из леммы 4.
Эквивалентность утверждений 1) и 5) следует из леммы 5.
Теорема доказана.
Ввиду теоремы 7 2Мр-группа является Мр-групттой.

A b s trac t. This article is devoted to the investigation of the groups in which every minimal 
subgroup lies in the hypercenter of its normalizator. New characterisations of such groups 
are considered.
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