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Пересечение 3-абнормальньтх максимальных подгрупп, выделяемых 
абнормально полным га-функтором

Р. В . Б о р о д и ч

Все рассматриваемые нами группы конечны. В настоящей статье мы обобщаем 
некоторые результаты о пересечениях максимальных подгрупп из [1] и [2]. Согласно 
[2], подгрупповым '/«-функтором 9 называется функция, которая сопоставляет каждой 
группе G некоторое множество 9(G) её максимальных подгрупп и саму группу G; при 
этом предполагается, что если М  £ 0(G), то М х £ 9(G) для всех х  £ G. Через Фо(б') 
обозначается пересечение всех подгрупп из 9(G).

В монографии М.В.Селькина (2] указывается, что введённые на множестве т- 
функторов операции пересечения и объединения позволяют конструировать новые при­
меры /д-функторов и 0-подгрупп Фраттини.

В дальнейшем т-ф унктор 9 будем называть абнормально полным функтором, 
если для любой группы G множество 9(G) содержит все абнормальные максимальные 
подгруппы группы G.

Л ем м а  1 . Пусть в —  абнормально полный функтор, К  С N  <  G, К  <  G, К  С 
С Ф()(С). Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если N / K  7г-замкнута, то и N  к-замкнута;
2) FP(N /K )  = FP(N ) /K .
Доказательство. Пусть N /K  имеет нормальную ^-подгруппу Н /К .  Так как К  С 

С Фв(С) и Фe(G) С A(G),  то К  нильпотентна. Нетрудно заметить, что SV-подгруппа 
R из К  является ^/-подгруппой в Я . По теореме Шура-Цассенхауза Я  содержит Sn- 
подгруппу S  и любые две такие подгруппы сопряжены в Я. По лемме 4.3 из [1] G = 
---- Nq(S)H] с учётом того, что Я  =  SR,  получаем G = NG(S)R. Тогда по лемме 2 из [3] 
подгруппа Ng (S) является абнормальной подгруппой группы G. Следовательно, NG(S) 
содержится в некоторой максимальной 0-подгруппе М  из G. Поэтому G = M R.  Так как 
R С Фс(6’) С  М, то G — М. Получили противоречие. Следовательно, S  нормальна в G.

Второе утверждение леммы является следствием первого при 7г =  р'. Лемма дока­
зана.

Т еорем а 1. Пусть ц — локальная формация и в  — абнормально полный функтор. 
Если N  — нормальная подгруппа группы G и N /N  Г) Ф ^С) £ $, то N  представима 
в виде прямого произведения N  =  N\ х N 2 , множители которого удовлетворяют 
следующим условиям:

1) Яг е 3;
2) тг(Я2) П 7г($) = 0;
3) N 2 С ф д о .
Доказательство. Пусть D =  N  П Фв(С), и  =  к($). Так как N /D  является и>- 

группой, то по предыдущей лемме подгруппа N  представима в виде N  =  JVj х Я2, где 
N\ — ^-подгруппа из N. Так как Лг2 С Ф$(С), то N /D  ~  Nx/D i £ где Dy — N 1 П 
П Фе(С). Пусть р £ ш. Так как N \/D \ £ то, используя предыдущую лемму и лемму 
4.5 из [1], получаем

( N1 / D 1 ) / FP( N 1 / D 1) -  N 1 / D 1 / FP( N 1) / D 1 ~  МДИДМг)  £ f (p) .
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Так как последнее справедливо для любого р £ 7г(iVj), то по лемме 4.5 из [1] подгруппа 
Ni входит в £. Теорема доказана.

Следствие 1.1. Пусть 3  — локальная формация, содержащая все нильпотент- 
ные группы, 9 — абнормалъно полный функтор. Если N  — нормальная подгруппа груп­
пы G и N /N  П Фе(С) £ то N  £ $ .

Л.А.Шеметков рассматривал случай, когда 9 выделяет в любой группе все макси­
мальные подгруппы, в этом случае подгруппа ФДС) совпадает с подгруппой Фраттини 
и из теоремы следует известный результат из работы [1].

В случае, когда 0(G)\{G} совпадает с множеством всех ненормальных максималь­
ных подгрупп, подгруппа ФДС) совпадает с подгруппой Гашюца A (G), и имеет место 
следующее

Следствие 1.2. Пусть $  — локальная формация. Если N  — нормальная под­
группа группы G и N /N  Г) A(G ) £ $, то N  представима в виде прямого произведения 
N  =  iVj х jV2, множители которого удовлетворяют следующим условиям:

1) Ni £ Зу
2) n(N 2) П 7г ($) =  0;
3) N2 С A (G).
Следствие 1.3. Пусть $  — локальная формация, содержащая все нилъпотент- 

ные группы. Если N  — нормальная подгруппа группы G и N /N  П A (G) £ $ ,  то N  £ $ .
Пусть 5  — непустая формация. Далее нас будет интересовать строение подгруппы 

Фв1 (G) в случае, когда 9\ — 92Г\9, где 02 — m-функтор, выделяющий все ^-абнормальные 
максимальные подгруппы (Д-абнормалъный т-ф унктор [2]), а 9 — произвольный т -  
функтор группы G. Итак, Фв1 (G) есть пересечение тех J -абнормальных максимальных 
подгрупп группы G, которые выделяются m-функтором в. Соответствующую данно­
му т-функтору 01-подгруппу Фраттини будем обозначать A f(G ). Напомним, что 9 — 
дополнительный к 9 m-функтор, то есть М  £ 9(G) тогда и только тогда, когда макси­
мальная подгруппа М  группы G не входит в 9(G) и всегда G £ 9(G).

Л емма 2. Пусть 9 — некоторый т-функтор, в — дополнительный к нему т- 
функтор. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) A  1(G) П Д  1(G) = A3(G);
2) подгруппа AJ(G) нормальна в G;
3) если подгруппа N  нормальна в G и т-функтор 9 регулярен, то A g(G )N /N  С 

£  A f(G /JV);
4) если подгруппа N  нормальна в G, N  С A f (G) и т-функтор 9 регулярен, то 

A $(G )/N  = Af ( G/ N) .
Доказательство. Очевидно, что A f(G )nA |(G ) содержится во всех максимальных 

5-абнормальных 0-подгруппах и 0-подгруппах, а, следовательно, в AS(G).
Нормальность следует из определения ш-функтора 0 и того, что каждая под­

группа, сопряжённая с ^-абнормальной максимальной подгруппой, также является J- 
абнормальной максимальной подгруппой группы G.

Пусть N  — нормальная подгруппа группы G. Так как т-ф унктор 0 регулярен, 
то из того, что М  £ 9(G) следует, что M N / N  £ 9(G/N).  Если М  — 3-абнормальная

G лдожювэлаз иж&а. , r os&o 
тривиальная подгруппа группы G/ N.  Откуда и следует утверждение леммы.

Допустим, что N  — нормальная подгруппа группы G и N  С A |(G ). Так как 
т-функтор 0 регулярен, то из того, что M / N  — J -абнормальная максимальная 0- 
подгруппа группы G/ N,  следует, что М  — 5-абнормальная максимальная 0-подгруппа 
группы G. Лемма доказана.
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Согласно [2] m-функтор в называется регулярным, если выполняются условия: 1)
из N < G  и М  € 0(G) следует M N /N  <Е 0(G /N ); 2) из М /А  е  0(G /N ) следует М  G 0(G).

Теорем а 2. Пусть S — ступенчатая формация, в — регулярный т-функтор. 
Тогда

Д?(С)/Ф»(С) =  Z® (С?/Ф»(С)).

Доказательство. Несложно заметить, что A 3(G) П 6'^ содержится во всех S- 
абнормальных максимальных 0-подгруппах и ^-нормальных максимальных подгруп­
пах, а следовательно, в Фе(С).

Пусть R /S  — главный фактор группы G, причём, R  С A 3(G),
S  Э ФДСф Так как

R  П G3 С A f(G )  П G3 С S,

то имеем G'-изоморфизм:

RG3/S G 3 ~  Д /(Я  П ДС*) =  R /S (R  П G3) =  Д /S'.

Так как G /SG 3 € 5, то RG 3/S G 3 ^-централен в G /S G 3, а значит, и в G. Но тогда R /S  
S-централен в G. Отсюда получаем A 3(G)fae(G) С Z 30(G ^e (G )) .

Докажем обратное включение. Так как подгруппа Фраттини факторгруппы 
G/$o(G') единична, то применяя теорему 8.6 из [1], лемму 2, и учитывая, что A 3(G) Э 
Э A 3(G), получаем:

Д^(С)/Ф ДС) =  А 3(С/Фв(С)) Э А 3(С/Фе(С)) =  Я» (С/Ф ,(С)).

Теорема доказана.
Ввиду леммы 8.7 из [1] получаем следующий результат.
С ледстви е 2.1. Пусть S — Sn~замкнутая локальная формация, 0 — регулярный 

т-функтор. Тогда А 3(С)/Фе(С) € S'.
Если 0(G)\{G} совпадает с множеством всех максимальных подгрупп, то из тео­

ремы 2 получаем результат Л.А.Шеметкова из [1].
Теорем а 3. Пусть S — Sn-замкнутая локальная формация, 0 — абнормалъно 

полный регулярный m -функгпор. Тогда A 3(G) = А х В, где
1) А € S,
2) в с Фв(о ,
3)  7г(В)  П 7r(S) =  0 .
Доказательство. Согласно теореме 2 Д |(С )/Ф е(С ) является S-гиперцентром в 

С/ФДС). По следствию 2.1 A 3(G )^e (G )  G S- Теперь остаётся применить теорему 1. 
Теорема доказана.

С ледстви е 3.1. Пусть S — Sn-замкнутая локальная формация, содержащая 
все нилъпотентные группы, 0 — абнормалъно полный регулярный т-функтор. Тогда 
A 3(G) Е S для любой группы G.

Если m-функтор 0 выделяет в группе G все максимальные подгруппы, то из тео­
ремы 3 вытекает результат М.В.Селькина из [2].

Abstract. Some results on intersections of maximal subgroups in finite groups are obtained.
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