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Общая проблема изучения ^-критических формаций, где 9j — класс групп, в — 
некоторая непустая совокупность формаций, впервые была поставлена Л.А. Шемет- 
ковым на VI Всесоюзном симпозиуме по теории групп в 1980 году [1]. В серии работ 
(см., например, [2]) А.Н. Скибой получено решение этой проблемы в случае, когда в
— совокупность всех локальных формаций. Исследованием критических и;-локальных 
и критических cu-локальных нормально наследственных формаций занимались А.Н. 
Скиба, В.М. Селькин, И.Н, Сафонова и др. (см., например, [3-4]). В 1999 году В.А. 
Ведерниковым введенна в рассмотрение концепция частичной веерности [5-6]; локаль
ные формации представляют собой один из видов веерных формаций. В настоящей 
работе приводится описание критических и>веерных нормально наследственных фор
маций конечных групп, тем самым решается вышеуказанная задача Л.А. Шеметкова 
для частично веерных нормально наследственных формаций.

Рассматриваются только конечные группы. Основные определения и обозначения 
можно найти в работах [5-9]. Приведем лишь некоторые из них. Запись G =  [А\В озна
чает, что группа G есть полупрямое произведение своих подгрупп А та. В,  где А — 
нормальная подгруппа группы G. Монолитической группой называется группа, имею
щая единственную минимальную нормальную подгруппу. Пусть Р  — множество всех 
простых чисел, и> — непустое подмножество множества Р, (Зш — класс всех о>групп, 
то есть таких групп G, что tt(G) С и>, где тг(б') — множество всех простых делителей 
порядка группы G; 0 ,/ — класс всех g'-групп; &ср — класс всех групп, у которых каж
дый главный р-фактор централен. Через 0 ^ р, обозначают класс всех Лу-групп, то есть 
таких групп G, что К  (G) П (Zp) =  0 ,  где К (G) — класс всех групп, изоморфных компо
зиционным факторам группы G, (ZP) — класс групп, порожденный простой р-группой 
Zp. Пусть 3  — непустая формация групп. Через АЗ обозначается произведение фор
маций Л и 3> т.е. Лт? =  (G : G3 е  Л)| где Gs  — 3-корадикал группы G [7]. Через G$ 
обозначается 3-радикал группы G, где 3  — непустой класс Фиттинга [7]. Fcp{G) — &ср- 
радикал группы G, Op(G) — 91р-радикал группы G, Ozp,,zP(G) — 0 ^ , *Лр-радикал груп
пы G; FP(G) —- 0 р/Щр-радикал группы G. Функции /  : и  U {и/} —» {формации групп}, 
д : Р  —> (формации групп}, § : Р  —> (непустые формации Фиттинга} называются 
соответственно tuF-функцией, P F -функцией и P F P -функцией. Формация ivF(f,S) =  
=  (G : G/Ow(G) G /(и')  и G/Gs(p) G f(p)  для всех p G и> П tt(G)) называется со-веерной 
формацией с со-спутником /  и с направлением 6; формация F(g, 6) =  (G : G/Gs(v) G д(р) 
для всех р G tt(G)) называется веерной формацией со спутником д и с направлением 
S [5]. Направление 5 o’-веерной формации называется Ь-направлением, если d(qyJlq =  
=  6(q) для любого q G F; р-направлением, если 0 gA(g) — 5(q) для любого q G F; 
r -направлением, если 0 ^ ,£ (g ) =  6(q) для любого q G Р. Направление 6 называется 
ацжг-■•^«-направлением, если S является .'^-направлением для любого г — 1, ...,п. Через 
5о обозначается направление о-полной формации, то есть 50(р) =  0 р/ для всех р G Р; 
через d>i обозначается направление са-локальной формации, то есть Si (р) =  0 РА1Р для 
всех р G F; через до обозначается направление ^-специальной формации, то есть до(р) —
— 0 д /Л р для всех р G Р; через д3 обозначается направление w-центральной формации,
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то есть дз(р) =  &ср для всех р £ Р  [6]. Пусть ф\ и щ  - произвольные coF-функции 
(ЯЯ-функции, ЯЯЯ-функции). Говорят, что ф\ < ф2 если ф\(р) С ф2(р) для всех р G 
6 u U { a ) '}  (для всех р G Р) [5]. Пусть Sy — некоторый класс групп. Следуя [2], со-веерную 
нормально наследственную формацию S  с направлением д назовем $)ша„^-критической 
формацией или минимальной со-веерной нормально наследственной не 5>формацией с 
направлением 8, если S % Sj, но все собственные со-веерные нормально наследственные 
подформации с направлением 8 из 5  в классе S) содержатся. Аналогично определяются 
Н.^пй-критические формации (минимальные веерные нормально наследственные не 
формации с направлением 8). Формация называется нормально наследственной, если с 
каждой своей группой G она содержит и все нормальные подгруппы группы G. При
ведем описание минимальных со-веерных нормально наследственных не ^-формаций 
с /^-направлением 8 таким, что 8 < <53. Будем использовать следующие сокращения: 
cosn-спутник (sn-спутник) формации — со-епутник (спутник), все значения которого 
являются нормально наследственными формациями; .^„-критическая формация — ми
нимальная нормально наследственная не ^-формация. Пусть X  —- непустое множество 
групп. Тогда u)snF(X,S) (snF (X ,8)) — со-веерная (веерная) нормально наследственная 
формация с направлением 8, порожденная множеством X, u>Fsn(X, 8) (Fsn(X, 8) )  — такая 
со-веерная (веерная) формация с направлением 8, порожденная множеством X, которая 
обладает хотя бы одним cosn-спутником (sn-спутником).

Л ем м а 1. Пусть S  — со-веерная формация с р-направлением 8. Если формация 
$  обладает хотя бы одним внутренним соsn-спутником, то S является нормально 
наследственной формацией.

Доказательство. Пусть /  — внутренний cosn-спутник формации S- Допустим, что 
G G S, М — нормальная подгруппа группы G и М ф S, причем G — группа наименьшего 
порядка с таким свойством. Тогда G /  1. Если G — не монолитическая группа, то 
найдутся две различные минимальные нормальные подгруппы Я и N  группы G, причем 
G /R  G S и G /N  G S- По индукции M R / R  =  М / М  П R  G S и M N / N  “  М / М  П N  G S- 
Следовательно, М / М  П Я П  N  =  М  G S- Противоречие. Поэтому G — монолитическая 
группа с цоколем Я, причем М /Я  € S-

Предположим, что тт(Я) со. Тогда Ou(G) =  1 и G =  G/ ОДС)  G /(со'). Ввиду нор
мальной наследственности формации /(и /), имеем М  € /(с /) . Так как /  — внутренний 
о;sn-спутник формации S, то М  G S- Противоречие.

Допустим, что 7г(Я) С и;. По лемме 4 [5] формация S обладает таким со-спутником 
h, что /i(co') =  S и h(q) — f(q)  для любого q G со, Так как G  G S> то G/Gs(p)  6  / ( р )  для 
всех р G 7г(С) П со. Поскольку /  — cosn-спутник формации S, то M/Ms(p) =  М/ ( М  П 
П С ед) =  { МGs(p))/ Gв(р) G / ( р )  для любого р G 7г(М) П со. Так как 7г(Я) С со, то 
Я С О Д М )  и М / О Д М )  =  (М /Я )/(О Д М )/Я ) G S =  /i(ao'). Поскольку 5 является 
р-направлением, то из М /Я  G S> M/Ms(p) G / ( р )  — /&(р) для всех р G со П 7г(Я) и 
М /О  Д М ) G Ц с о ') ,  ввиду леммы 2 [6], получаем, что М G S - Противоречие. Лемма 
доказана.

С ледстви е 1. Пусть S ~  веерная формация с р-направлением 8. Если формация 
S обладает хотя бы одним внутренним sn-спутником, то S является нормально 
наследственной формацией.

Л ем м а  2. Пусть /  — максимальный внутренний со-спутник со-веерной форма
ции S с Ьр-направлением 8 таким, что 8 < 8$. Формация S является нормально на
следственной тогда и только тогда, когда f(p)  — нормально наследственная форма
ция для всех р  G со U {со'}.

Доказательство. Необходимость. Пусть S нормально наследственная форма-

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Критические сн-веерные нормально наследственные формации. 43

ция. Поскольку 5 — такое ^-направление, что 5 < 83, то согласно теореме б [6], Др) =  
=  mpf(p) для всех р е ш и  /(а /)  =  #. Поэтому формация f(co') является нормально на
следственной. Предположим, что найдется такое р  £ со, что формация Др) не является 
нормально наследственной и G — такая группа из Др), которая обладает нормальной 
подгруппой М ф f(p), причем G — группа наименьшего порядка с таким свойством. 
Очевидно, что G /  1. Как и при доказательстве леммы 1, нетрудно проверить, что G
— монолитическая группа с цоколем R.

Допустим, что Op(G) Ф 1. Тогда R  С Op(G). Поскольку G /R  £ Д р), то по ин
дукции M /R  £ / (р), и значит, М  £ 9Тр/(р ) =  /(р). Противоречие. Следовательно, 
Op(G) =  1. Согласно лемме 18.8 [8], существует точный неприводимый Fp[G'j-модуль 
К. Пусть Т =  [K ]G . Тогда группа Т  монолитична с цоколем К  — Ст{К). Покажем, 
что Тцр) =  К. Поскольку 8 является 6-направлением, то К  £ У1р С 8(р)У1р =  5(р) и 
К  С Тцр). С другой стороны, 83(р) =  6 ^  и Т&з{р) =  Fcp(T) С СТ(К) =  /Г. Так как 
6 <  83, то Тб(р) С Fcp(T), и значит, Тцр) С К. Следовательно, Тцр) =  F. Так как Т /К  =  
= G £ /(р ), то, ввиду леммы 7 [6], Т  £ %>f(p) С #. Поскольку К М  — нормальная 
подгруппа группы Т, то К М  £ Из (KM)s(p) =  Д(р) П К М  =  К Г ) К М  =  К  получаем 
(KM )/(KM )s(p) =  К М / К  =  М  Е Др). Противоречие. Таким образом, формация /(р) 
является нормально наследственной для любого р € со U {со'}-

Достаточность следует из леммы 1. Лемма доказана.
С ледствие 2. Пусть /  — максимальный внутренний спутник веерной формации 

# с Ьр-направлением 8 таким, что 8 < 83. Формация 5  является нормально наслед
ственной тогда и только тогда, когда f(p) — нормально наследственная формация 
для всех р £ Р.

Зам еч ан и е 1. Из леммы 2 следует, что если 5 - бр-направление, удовлетворяющее 
условию 8 < 83, то сosnF (X ,8) — u>Fsn(X, <S), где X - непустое множество групп.

Доказательство следующей леммы проводится аналогично доказательству теоре
мы 5 [5].

Л ем м а  3. Пусть X — непустой класс групп, У =  сoFsn(X ,8), где 80 < 8 . Тогда 
формация $  обладает единственным минимальным соsn-спутником /  таким, что 
/(u /) =  sn form(G /O ^G ) : G € X), f(p) — sn(orm(G/Gs(p) : G G X) для всех p G со П 
П 7г(3£) u f(p) =  0 , если p G co\ n(X).

С ледстви е 3. Пусть — co-веерная формация с направлением 8, где 60 < 8, 
обладающая хотя бы одним cosn-спутником, и Д — минимальный cosn-спутник фор
мации 3i, г =  1,2. Тогда и только тогда С $ 2, когда Д < Д .

Л ем м а 4. Пусть Л — непустая co-веерная нормально наследственная формация 
с Ьг-направлением 8 таким, что 8 < 83, h — ее максимальный внутренний со-спутник, 
/  — минимальный uosn-спутник со-веерной нормально наследственной формации J  с 
направлением 8 . Формация $  является S)u:sns-критической тогда и только тогда, когда 
$ — сosnF (G ,8), где G — группа минимального порядка из # \Л  с цоколем Р  =  G^ 
таким, что если тт(Р) С со, то Ф(G) — 1, п(Р)  =  {р} и формация /(р ) является h(p)sn- 
критической, а если п(Р) со, то /(со1) является h{co')8П-критической формацией.

Доказательство. Необходимость. Пусть 5  ~  Л^пд-критическая формация и G
— группа наименьшего порядка из 3\Л - Тогда G является монолитической группой с 
цоколем Р  =  G^ и $  =  cosnF(G,8). Согласно лемме 3 f(co') — sn form(G/ Ош(С)), f(p) =
— snform(G/Gs(p)) для всех р G шП k(G)  и  /(р ) =  0 ,  если р G uj\tt(G). Поскольку 8 
является бг-направлением, удовлетворяющим условию 8 < 83, то по теореме 6 [6] h(u') =  
=  Л и для любого p G w  справедливо h(p) — Xlph(p) — ТД/гДр), где hx — произвольный 
внутренний сш-спутник формации Л- Кроме того, так как всякое r -направление является
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р-направлением, то по лемме 2 h является ш sn-спутником формации
Пусть 7г (Р) С ю  и р  е  7г(Р). Установим, что формация /(р ) является h(p)sn- 

критической. Рассмотрим случай, когда h(p) =  0 . Покажем, что Zp ф $). Пусть h2 — 
минимальный Ljsn-спутник формации Д. Допустим, что р G 7г(#). Тогда по лемме 3 
h2(p) ф 0  и поэтому h(p) =  Т1р/г2(р) ф 0 . Противоречие. Следовательно, р  ф 7r(f)) и 

ф Так как р G 7r(G) П ш, то /(р ) ф 0 . Ввиду леммы 7 [6] Zp G Tip С 91р/(р) С 
С у. Таким образом, Zp .G и G =  Zp. Отметим, что Ф ^ р) =  1. Поскольку 8 
является 6-направлением, то 8(р)У1р =  8(р)  и Zp G 91р С  6(р). Тогда (Zp)s(p) =  Zp и 
f(p) =  snhrn\(Zp/ (Zp)s(p)) =  (1). Тем самым установлено, что формация / ( р )  является 
h (р) sn-критической.

Пусть теперь h(p) ф 0 .  Предположим, что | 7r(P) |> 1. Тогда Р  G , для любого 
q G 7г(Р). Так как 6 — г-направление, то по лемме 1 [6] G/Gs(q) — (G /  Р) /  (G s(q) /  Р)  =  
=  (G / P) / (G /P )s{g) G 6.(<?) для всех <7 G 7г(Р) =  7г(Р) Ow. Поскольку Р  С oJ(G),  то 
G/Ou(G) =  (G/ Р) / (Ow(G)/ Р) € f) =  h(u>'). Согласно лемме 2 [6] G G fj. Противоречие. 
Таким образом, 17г(Р) |=  1 и тг(Р) =  {р}.

Допустим, что /(р ) С /?,(р). Так как G G 5, то G/Gg(p) С / (р ) С 6 (р). Кроме того, 
G /P  G Д. Далее, и з 7г(Р) С ^  следует, что Р  С Ou(G) и G/Ow(G) =  (G /  Р)  /  (Ош(С) /  Р)  G 
С S) =  h(u/). Ввцду леммы 2 [6] G G f}, что невозможно. Поэтому /(р ) £  /г(р). Пусть 
971 — собственная нормально наследственная подформация из /(р ). Предположим, что 
Ш ф h(p) и М  — группа минимального порядка из Ш\Ыр).  Тогда М  является монолити- 
ческой группой с цоколем R =  M hljlK Допустим, что R С Ор(М).  Тогда М G Tlph(p) — 
=  h(p), что невозможно. Следовательно, Ор(М)  =  1 и по лемме 18.8 [8] существует 
точный неприводимый Рр[М]-модуль К.  Пусть Т  =  [К\М.  Тогда группа Т  монолитич- 
на с цоколем К  =  Ст(К). Как и при доказательстве леммы 2, нетрудно проверить, что 
Tg(p) =  К.  Так как Т / К  =  М  G 971, то ввиду леммы 7 [6] Т  G 91р971 С 9Тр/(р) С Поэто
му ivsnF(T,8)  С Если u;snF(T,8) -  3, то /(р ) =  sn form(T/Tg^)) =  sn form (T/К) =
=  sn form Af С 971, что невозможно. Поэтому usnF(T,8)  С J  и u)snF(T,5) С Sj. Тогда 
М  =  Т / К  — Т/Тцр) 6  /г(р). Противоречие. Следовательно, 971 С h(p) и формация /(р) 
является /г(р).,„-критической.

Покажем, что Ф(С) =  1. Пусть N  — группа минимального порядка из /(р) \  
\  h(p). Тогда группа N  является монолитической. Как и ранее, нетрудно показать, что 
Op(N) — 1. Используя лемму 18.8 [8], построим группу В  =  [L]N , где L — точный непри
водимый Fpj77]-модуль, причем В  — монолитическая группа и Сц(Ь) — L. Как и выше, 
Вбф =  L. Кроме того, В  G 91р/(р ) и поэтому сosnF(B,8)  С Если usnF(B,8)  С то 
В е  F) и N =  В / L  — B/Bs(p) G h(p), что невозможно. Следовательно, usnF(B , 5) =  #  и 
в качестве группы G можно выбрать группу В, причем Ф(В) =  1 .

Пусть 7г(Р) ф и). Покажем, что / ( u/) — h(и/).„„-критическая формация. Так как 
Р  Ф 0 .0(G), то Ош(С) =  1 и f ( J )  =  sn form(G/ Ош(С)) =  sn form G % fj =  h(d).  
Пусть 971 — собственная нормально наследственная подформация из /(<Д) и 971] — 
=  ujsnF(ffl,8). Из 971 С /(сД) С J  получаем 971] С 3". Допустим, что 97?! =  Тогда 
f ( J )  =  snform(A// /O w(M) : М  G 9Я) С 9Л. Противоречие. Следовательно, 9Ki С и 
fUli С Д. Поэтому 971 С =  h(P)  и формация f(u>') является /г,(сУ),5Т1-критической.

Достаточность. Поскольку G Е то $  Ф $)■ Пусть 93 —■ собственная ^-веерная 
нормально наследственная подформация с направлением 8 из & и Ь — ее минимальный 
wsn-спутник. По следствию 3 b < f.  Покажем, что b < h. Пусть р G ы \  r̂(G). Тогда 
Ь(р) — 0  С  h(p). Пустьр G cjfl7r(G). Рассмотрим случай, когдар G ('k(G)C\u)\-k(P). Так 
как Р  G <3яр, С <3Zp,8(p) =  8(р), то ввиду леммы 1 [6], Ь(р) С /(р ) =  snform(G/G^(p)) =  
=  sniom\((G/P)/(Gs(p)/P)) =  snform ((G /P)/(G /P)6(p)) С  h(p). Таким образом, Ь(р) С
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С h(p). Пусть р £ тг(-Р)- Если Р  — неабелева pd-группа, то Р  £ и по лемме 1 
[6] Ь(р) С /(р ) =  sn ioxm.{G/ Gs(p)) =  snform((G/P)/(G/P)s(p)) С /i(p). Следовательно, 
0(р) С /i(p). Пусть Р  — абелева р-группа. Покажем, что Ĝ (p) — Р. С одной стороны, 
Р £ Otp С  5(р)04р =  5(р) и Р  С Grf(p). С другой стороны, Р  =  Fcp(G). Действительно, 
так как Ф((7) =  1 , то G =  \Р]Ь. Допустим, что Fcp(G) П L =  Ь\ ф 1, что ввиду мо- 
нолитичности группы G невозможно. Следовательно, Ь\ =  1 и Р  =  Fcp(G). Так как 
5 < «Уз, т0  Ci(p) С Fcp(G) — Р. Таким образом, Gs(p) — Р. Предположим, что Ь(р) =
— f{p). Тогда G /P  =  G/Gs(p) € /(р ) =  Ь(р) и по лемме 7 [6] G £ (ЯрЪ(р) С 23. Отсюда 
получаем $  =  u>snF(G,5) С 23. Противоречие. Следовательно, Ь(р) С /(р ) и в силу 
h(р)sn-критичмости /(р ), имеем Ь(р) С hip).

Покажем, что Ъ(со') С h(co'). Если 7г(Р) С ид то Р  С Ош(С) и Ь(о/) С /(и /) =  
=  snform (G /O u,(G)) =  sn form(G/Р ) / (Ошф ) / Р) С — /г(ц/). Пусть 7г(Р) $2 а;. Предпо
ложим, что &(а/) — /(а;'). Так как Р  <2 Ow(G), то G € s n formG =  s n form(G/О U(G)) =  
=  /(о /)  =  6(0)') С 23, что невозможно. Следовательно, Ь(со') С  f(co') и поэтому Ь(и/) С 
С h{(J). Таким образом, b < h и 23 С  Д. Тем самым установлено, что формация 5 
является .^^-крити ческой . Лемма доказана.

С ледстви е 4. Пусть — непустая веерная нормально наследственная форма
ция с Ьг-направлением 5 таким, что <5 < 6it h — ее максимальный внутренний спут
ник, /  — минимальный sn-спутник веерной нормально наследственной формации $  с 
направлением д. Формация $  является S)sns-критической тогда и только тогда, когда 
$  =  snF(G , 5), где G — монолитическая группа из 5 \f)  с цоколем Р  =  GS} таким, что 
<1>(G) =  \, 7г(Р) =  {р} и формация f(p) является 1г(р)зп-критической.

Напомним, что формационно критическая группа G называется sn-базисной 
группой, если формация sn formG содержит единственную максимальную нормаль
но наследственную подформацию. Формационно критическую группу G назовем cosnS- 
базисной (йтЛ-базисной), если формация cosnF(G,S) (формация snF(G,S))  содержит 
единственную максимальную а;-веерную (веерную) нормально наследственную подфор
мацию с направлением д. Максимальной 0- подформацией 0-формации £  называется та
кая собственная 0-подформация 071 формации 5, что для любой 0-формации 23, удовле
творяющей включению 071 С 23 С 3) имеет место равенство 071 =  23, где 0 — некоторая 
совокупность формаций.

Л ем м а  5. Пусть G — [.Р]Н — монолитическая группа с цоколем Р  =  СДР) ,  
где Р  — р-группа, р £ со, Н — sn-базисная группа и 071 — максимальная нормально 
наследственная подформация из sn form И. Тогда G является со snS-базисной группой, 
где 5 — b-направление такое, что S < S3.

Доказательство. Пусть /  -- минимальный о,1 sn-спутник формации 3  =
— u>snF(G,6), h — такая cuF-функция, что h(co') =  snform (G /ОДС)) ,  h(q) = 
=  snform (G /G 5(9)) для всех q £ (tt(G) f l w ) \  {р}, h{p) =  971, h(q) — 0 ,  если q £ и \  
\  7r(G), и  Sj =  coF(h,5). По лемме 3 f(co') =  snform(G/Ou,(G)), f (p ) =  sn  forrn(G/ G$(p)) 
для всех p £ 7r(G) П со, f(p) — 0  для всех p £ со \  1r(G). Пусть q — p. Так как S — 
Ь-направление, то 6(р)У1р =  5(р) и Р  £ ОД С 5(р). Тогда Р  С Gs(p). С другой стороны, 
Gs(p) Я FcP{G) С С Д Р )  =  Р ■ Таким образом, Gs(p) =  Р  и h(p) =  071 С sn form Н =  
=  snform (G /P) =  snform(G/G,5(p)) =  /(р ). Поэтому, h < f  и Sj С 3-

Покажем, что $) — единственная максимальная cs-веерная нормально наследствен
ная подформация с направлением 5 из 3- Пусть 2В — собственная cu-веерная нормаль
но наследственная подформация с направлением 6 из $  и Ь — ее минимальный cosn- 
спутник. По следствию 3 Ь < / .  Пусть q =  р. Допустим, что Ъ(р) =  /(р ). Тогда G / P  £ 
£ Ь(р). Так как Р  £ У1Р, то по лемме 7 Щ G £ ШрЬ(р) С 23, что невозможно. Поэтому,
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b(p) С f(p) — sn form H и b(p) С  Ш =  h(p). Следовательно, b < h и Ъ С  ft. Та
ким образом, f) — единственная максимальная со-веерная нормально наследственная 
подформация с направлением S из '■$. Согласно теореме 53.44 [10] группа G является 
критической, а следовательно и формационно критической. Тем самым установлено, 
что G — олзгА-базисная группа. Лемма доказана.

С ледстви е 5. Пусть G =  [Р]Н — монолитическая группа с цоколем Р  =  С Д Р ), 
где Р  — р-группа, Н — sn-базисная группа и Ш — максимальная нормально наслед
ственная подформация формации sn form Н. Тогда G является snd-базисной группой, 
где 5 — b-направление такое, что S < 53.

Т еорем а 1. Пусть S) — непустая и-веерная нормально наследственная форма
ция с Ьг-направлением 5 таким, что 5 < 63, h — ее максимальный внутренний со- 
спутник. ш-Веерная нормально наследственная формация J  с направлением 5 явля
ется Sjuang-критической тогда и только тогда, когда 5 =  cosnF(G,6), где G — такая 
losuS-базисная группа с цоколем Р  =  что выполняется одно из условий:

1) G — Р  — группа простого порядка р Е со;
2) G =  [Р]Н, где Р  =  С Д Р ) — р-группа, р Е со, И — sn-базисная группа с цоко

лем Q =  рЛЛ и максимальная нормально наследственная подформация из sn form Я  
содержится в h(p);

3) G — sn-базисная группа, тг(Р) <2 аз, Р  =  Gĥ  1 и максимальная нормально 
наследственная подформация из sn form G содержится в /i(co').

Доказательство. Необходимость. Пусть /  — минимальный cosn-спутник форма
ции $. По лемме 4 $  =  и>snF(G, 5), где G — монолитическая группа из с цоколем 
Р  =  G55, причем если п(Р)  С со, то Ф(G) =  1, 7г(Р) =  {р}  и формация f{p) является 
h(р) „„-критической, а если л (Р)  <2 со, то формация /(to') является /г (со'),,,,-критической. 
По лемме 3 /(со') =  s n form(G/ ОДС)),  f(p) =  snhrm(G/Gs(p)) для любого р Е соП7г(С) 
и /(р ) -- 0 ,  если р Е со \  я (G). Согласно теореме 6 [6] /г(со') =  Sj и для любого р Е со 
справедливо h(p) =  3R.ph(p) =  Лр/ij (р), где /о — произвольный внутренний со-спутник 
формации Sj. Ввиду леммы 2, h является со sn-спутником формации fj.

Пусть л  (Я) С со. Предположим, что Р  — неабелева pd-rpynna. Тогда Р  G 0и  
Так как 5 является r -направлением, то 0 ^ Д (р )  — Нр) и п0 лемме 1 [6] G/Gs(P) =  
=  (G/P)/ (G/P)s{p) € h(p). Пусть q Е (7t(G) П со) \  7г(Я). Тогда Р  Е 0 и , и, ввиду леммы 
1 [6], G /G %) “  (G /P ) /(G /P )%) Е % ) .  Так как тг(Р) С со, то Я С oJ(G) и G/ ОДС )  “  
=  (G /  Р) /  (ОДС) /  Р)  Е #  =  /г(со'). Следовательно, G Е fj. Противоречие. Поэтому Р  — 
абелева р-группа. Рассмотрим случай, когда р 7г(#). Так как р Е 7t(G) Псо, то f(p) ф 0  
и, согласно лемме 7 [6], Р  Е Лр С Л р/(р) С Так как Р  0  fj, то Р  Е и поэтому 
G =  Р  — группа простого порядка р Е со.

Покажем, что #  =  Tip. Как отмечено выше, Л р С ф. Проверим, что Л р — со-веерная 
формация с направлением 5. Пусть Т =  coF(t, 5), где t — такая toP-функция, что t(p) =  
=  (1), t(q) =  0  для всех q Е со \  {р} и i(co') =  Л р. Покажем, что Л р =  Т. С одной 
стороны, если А Е Л р, то, ввиду равенства Др)Лр =  д(р), имеем Л Е Л р С 5(р), и 
значит, A/As(p) =  1 Е £(р). Кроме того, Л /О Д Л ) Е Л р — f(to'). Следовательно, Л Е Т, и 
поэтому Лр С  Т. Допустим, что Лр С Т и В  — группа минимального порядка из Т \Л Р. 
Тогда группа В  монолитична с цоколем С  =  В тр. Если найдется такое число q Е (со П 
П7г(Р)) \  {р}, то из В  Е Т получим B/Bs(q) Е f(g) =  0 , что невозможно. Следовательно, 
7г(Р)Псо =  {р}. Предположим, что С % Ош(В). Тогда из В Е % получим В =  В / О Д В ) Е 
Е f(co') =  Л р. Противоречие. Поэтому С  С Ош(В), и значит, 7t(G) С си П 7г(В) =  {р}. 
Из G Е Лр и Р /G  Е Л р следует, что Р  Е Л р. Противоречие. Тем самым установлено, 
что Лр =  Т. Поскольку Лр — и.’-веерная формация с направлением 5 и Р  Е Л р, то
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^  =  ujsuF(P , 5) С Следовательно, $  — 91р.
Покажем, что формация $  обладает единственной максимальной сн-веерной нор

мально наследственной подформацией с направлением 5. Пусть $1 Ф 0  — собственная 
л-веерная нормально наследственная подформация с направлением ё из f\ — ее ми
нимальный wsn-спутник. Тогда тЦЗг) С тг($) =  {р}. Предположим, что 7r(#i) =  {р}. 
Тогда Р G С трШ  С f t  и ^  С f t .  Противоречие. Следовательно, 7r(ft) =  0  
a f t  =  (1) — единственная максимальная cj-веерная нормально наследственная под
формация с направлением 5 из f t  Согласно следствию 51.34 [10] Труппа G является 
критической, а следовательно, и формационно критической. Таким образом, G =  Р  — 
лб'гТ-базисная группа, и формация $  удовлетворяет условию 1).

Пусть р G 7г(И) и Я  — группа минимального порядка из f (p) \h(p) .  Тогда Я  моно- 
литическая группа с цоколем Q — Нн >̂. Если Ор(Н) ф 1, то Q С Ор(Н) и Я  G 9tp/i(p). 
Противоречие. Поэтому Ор(Н) — 1 и ввиду леммы 18.8 из [8], существует точный непри
водимый Fp[ Я]-модуль Т. Пусть R — [Т]Н. Тогда R монолитична с цоколем Т =  CR(T). 
Согласно лемме 7 [6] R  G Т1р/(р ) С § и  и>snF(R, <5) С f t  Если u;snF(R, д) С f t  то Л G Д 
и R/Rs(p) G /г(р). Покажем, что Т — Rs(j>)- Так как Т  G 91р С 5(р)У1р =  5(р), то Г  С 
С Rs(p). Из <5 < f t следует, что Rs(P) С Fcp(R) С Cr(T) =  Т. Таким образом, Т  =  -Я(р) 
и R/Rs(p) =  R / T  =  Я  G Я(р), что невозможно. Следовательно, a>snF(R,S) — f t  и в 
качестве группы G можно выбрать группу Я.

Покажем, что Я  — sn-базисная группа. Пусть X — множество всех тех собственных 
секций группы Я , которые принадлежат form Я . Отметим, что form Я  С sn form Я  =  
= /(р). В силу выбора группы Я  справедливо включение X С h(p). Поэтому Я  <7 
G sn form Т  и, значит, Я  ф form £ . Следовательно, Я  является формационно крити
ческой группой. Применяя лемму Цорна, нетрудно установить, что формация /(р ) =  
= sn form Я обладает максимальными нормально наследственными подформациями. 
Допустим, что ШЦ и Ш2 — различные максимальные нормально наследственные под- 
формации из /(р ). Тогда 2Jli С h(p) и Ш2 С /г(р), а следовательно, и £ =  sn fora^SDft U 
U ЯЛ2) Я h(p). Так как и ШТ2 — максимальные нормально наследственные подфор- 
мации из /(р ), то £  =  /(р ) С h(p), что невозможно. Следовательно, sn form Я  обладает 
единственной максимальной нормально наследственной подформацией, содержащейся 
в h(p), и Я  является sn-базисной группой. Ввиду леммы 5, R — а«п<5-базисная группа. 
Таким образом, формация $  удовлетворяет условию 2).

Пусть 7г(Я) <2 о;. Тогда /(u /) — snform (G /O u,(G)) =  sn form G. Так как h(и/) =  
= Sj, то формация f(to') является П5П-кРитической. Пусть S — группа минимального 
порядка из /(c t/) \f j. Тогда S' монолитическая группа с цоколем L =  S F  Так как /(и /) — 
= sn formS С у, то S G ft\.f). Из того, что S G f t  следует, что u>snF(S,5) С f t  Так как 
S ф э̂, то ujsnF(S,S) % Д. Следовательно, u)snF(S,6) — f t  Кроме того, можем считать, 
что 7r(L) Я to. Покажем, что S — sn-базисная группа. Пусть X — множество всех тех 
собственных секций группы S, которые принадлежат form S. Отметим, что form S С 
С sn formS =  / ( to'). В силу выбора группы S имеем X С $). Поэтому S  ф sn form X 
и значит, S ф form X. Тем самым установлено, что группа S  является формационно 
критической. Ввиду леммы Цорна, формация sn formS обладает максимальными нор
мально наследственными подформациями. Допустим, что Oft и Ш2 — различные мак
симальные нормально наследственные подформации из sn form S. Тогда, как и выше, 
/(u /) =  sn formS =  sn forrr^fDft U Ш2) Я ?), что невозможно. Следовательно, sn formS 
обладает единственной максимальной нормально наследственной подформацией, содер
жащейся в S) =  h(to') и S  является sn-базисной группой. Ввиду леммы 3 и следствия 
3 формация ujsnF(S,S) =  $  содержит лишь конечное множество с^-веерных нормально
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наследственных подформаций с направлением S. Допустим, что Зт и #2 — различные 
максимальные w-веерные нормально наследственные подформации с направлением 5 
из #. Тогда $i c u s n F ^ U f o U )  Я $>■ Противоречие. Следовательно,

=  $2 и S  является cjsnr)-базисной группой. Таким образом, формация $  удовлетво
ряет условию 3).

Достаточность. Пусть G — группа типа 1). Покажем, что f(p) является h(p)sn- 
критической формацией. Так как G € "Лр С  8(p)Vlp =  6(р), то G =  Gs(p) и f(p) =  (1). 
Если р £ 7г(Д), то по лемме 7 [6] G £ ШрН.(р) С А- Противоречие. Следовательно, р g  
и в силу строения h, получим h(p) =  0 . Тогда по лемме 4 £  является .^^-критической  
формацией.

Пусть G — группа типа 2). Так как Gs(p) =  Р, то /(р ) =  snfovm(G/P) =  
=  sn form II % h(p). Поскольку единственная максимальная нормально наследствен
ная подформация из sn form Н — f(p) содержится в h(p), то формация /(р ) является 
h(р) ̂ -критической. Тогда по лемме 4 формация $  является -критической.

Пусть G — группа типа 3). Тогда /(u /)  =  sn form G $7 ft — h(u>'). Так как един
ственная максимальная нормально наследственная подформация из sn form G содер
жится в h(yjf), то / (о/) является h(u ')sn-критической формацией. По лемме 4 $  — S)usns- 
критическая формация. Теорема доказана.

С ледстви е 6. Пусть Sj — непустая веерная нормально наследственная фор
мация с Ьг-направлением 6 таким, что 3 < 83, h — ее максимальный внутренний 
спутник. Веерная нормально наследственная формация $  с направлением 5 является 
fisns-критической тогда и только тогда, когда §  =  snF(G ,8), где G — такая sn8- 
базисная группа с цоколем Р  — GS), что выполняется одно из условий:

1) G =  Р  — группа простого порядка р;
2) G =  [Р]Н, где Р  =  Cg(P) — р-группа, Н — sn-базисная группа с цоколем 

Q =  Н н(р) и максимальная нормально наследственная подформация из sn form Н со
держится в h(p).

Зам ечани е 2. В качестве следствий из теоремы 1 получаем описание критических 
^-центральных нормально наследственных и критических ^-специальных нормально 
наследственных формаций. Отметим, что направление со-локальной формации не 
является бг-направлением.

Abstract. In the paper some critical formations of finite groups are studied.
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