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О нормальных подгруппах и индексах не содержащих их максимальных
подгрупп

М . А . Г р и б о в с к а я

Рассматриваются только конечные группы. В 1954 году Б. Хупперт установил 
сверхразрешимость группы, у которой индексы максимальных подгрупп — простые 
числа [1]. Ф. Холл ( [2], теорема VI.9.4) доказал, что если в группе G индексы мак
симальных подгрупп являются простыми числами или квадратами простых чисел, то 
группа G разрешима. Эту теорему развил С.Ф.Каморников [3], установив дисперсив- 
ность сверхразрешимого корадикала и вхождение его 2'-холловой подгруппы в подгруп
пу Фиттинга всей группы.

Следует заметить, что в простой группе P SL (2,7) индексы максимальных под
групп исчерпываются числами 7 и 8. Поэтому в теореме Ф.Холл а дальнейшее ослабле
ние на показатели простых делителей индексов максимальных подгрупп недопустимо, 
т.е. группа, у которой индексы максимальных подгрупп являются простыми числами, 
квадратами простых чисел или кубами простых чисел, может быть неразрешимой.

В работах Л.А.Шеметкова и Л.Я.Полякова теорема Хупперта о сверхразрешимо
сти группы и теорема Ф.Холла о разрешимости группы распространена на нормальные 
подгруппы группы с ограниченными индексами максимальных подгрупп.

Из теоремы Л.А.Шеметкова ( [4],теорема 3.1) следует, что если К  — нормальная 
подгруппа группы G и индекс каждой максимальной подгруппы, не содержащей К , 
является простым числом, то подгруппа К  сверхразрешима.

Если индекс каждой максимальной подгруппы, не содержащей К , является про
стым числом, или квадратом простого числа, то по теореме Л.Я.Полякова ( [5], теорема 
1) подгруппа К  разрешима.

Более детальное изучение строения нормальной подгруппы К  с ограниченными 
индексами не содержащих К  максимальных подгрупп группы G осуществлено в работах 
В.С.Монахова, М.В.Селькина и Е.Е.Грибовской ( [6], [7], [8], [9]).

Автором ( [10]) была рассмотрена более общая ситуация, а именно, когда индекс 
каждой максимальной подгруппы группы G, не содержащей К, либо делится на наи
больший простой делитель порядка К, либо является простым числом, или квадратом 
простого числа. Установлено нормальное строение подгруппы К, откуда выводится, в 
частности, что подгруппа К  разрешима и её нильпотентная длина не выше 5, р-длина 
не выше 1 для всех р > 3, а 2-длина и 3-длина не превосходят 2.

Эта тематика развивается в настоящей заметке в следующей теореме.
Теорема. Пусть К  — нормальная подгруппа конечной группы G u p  — наиболь

ший простой делитель порядка К. Если в группе G индекс каждой максимальной 
подгруппы, не содержащей К , либо делится на р, либо является простым числом, 
квадратом простого числа или кубом простого числа и (\K\,q2 + q + 1) — 1 для лю
бого q G 7г(К),  то подгруппа К  разрешима и её {2,3}'-.холлова подгруппа нормальна и 
дисперсивна по Оре.

Доказательство проведём индукцией по порядку подгруппы К. Пусть Р  — си- 
ловская р-подгруппа группы К. Предположим, что P <G.  Факторгруппа G/ Р  имеет 
нормальную подгруппу К/ Р.  Пусть Н / Р  — максимальная подгруппа группы G/Р,  не
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содержащая К /Р . Тогда Н — максимальная подгруппа группы G. Ясно, что Н не со
держит К. Так как Р  ^  А, то индекс jG : Н\ не делится на р и, следовательно, является 
простым числом, квадратом простого числа или кубом простого числа и (\К /Р\, q2 + q + 
+1) =  1 для любого q е 7г(К /P ). Значит, факторгруппа G/Р  с нормальной подгруппой 
К /Р  удовлетворяет условию теоремы, по индукции К /P  разрешима и её {2,3}'-холлова 
подгруппа нормальна и дисперсивна по Оре. Из разрешимости К /P  и Р  следует разре
шимость подгруппы К. А так как р — наибольший простой делитель |К\, то К  обладает 
нормальной, дисперсивной по Оре {2,3}'-холловой подгруппой.

Пусть теперь Р  не является нормальной подгруппой группы G , т.е. NG(P ) ф G. 
Тогда N g ( P )  содержится в некоторой максимальной подгруппе М  группы G. Поскольку 
Р Q Ng(P) Г) К  С М  П К  С К, то Ng (P) П К  является нормализатором подгруппы 
Р ъ К к ъ М П К .  По теореме Силона, получаем | К  : NG(P) П К\ =  1 (mod р) и | М  П 
П К : Ng(P) П К | =  1 (mod р). А так как

| К  : Ng{P) П К  | =  | К  : М  П К \ \ М П К :  NG{P) П К  |,

то \К : М  П К\ = 1 (mod р). По лемме Фраттини имеем NG(P)K  = G, откуда следует, 
что К  % М. Поэтому С — М К  и |К  : М  П К\ — \G : М |, а по условию этот индекс есть 
г, г2, или г3, где г — простое число. Ясно, что г € т(К). По выбору р число г < р. Если 
jG : М\ — г, то г =  1 (mod р), что невозможно. Если \G : М\ — г2, то г2 =  1 (mod р) 
или (г + 1)(г — 1) =  кр, где к > 0 — целое число. Последнее равенство возможно лишь 
в случае, когда г + 1 =  р, т.е. р — 3, г =  2. Значит К  — {2,3}-группа и она разрешима 
по теореме Бернсайда. Остается рассмотреть случай, когда |G : М | =  г3. В этом случае 
г3 =  1 (mod р) или (г — l) ( r2 + г + 1) =  кр, где к > 0 — целое число. Последнее равенство 
возможно лишь в случае, когда р делит г2 + r  + 1, а это противоречит условию. Теорема 
доказана.

Следствие 1. Пусть К  — нормальная подгруппа конечной группы G u p  — наи
больший простой делитель порядка К. Если в группе G индекс каждой максимальной 
подгруппы, не содержащей К , либо делится на р, либо является простым числом, 
квадратом простого числа, либо кубом двойки и порядок группы не делится на 7, то 
подгруппа К  разрешима и ее {2,3}'-холлова подгруппа нормальна и дисперсивна по Оре

Аналогичные следствия можно записать для куба 3, куба 5 и т.д.
Следствие 2. Пусть G — конечная группа и (\G\,q2 + q +  1) =  1 для любого q £ 

£ 7c(G). Пусть р — наибольший простой делитель порядка группы G. Если в группе G 
индекс каждой максимальной подгруппы либо делится на р, либо является простым 
числом, квадратом простого числа или кубом простого числа, то группа G разрешима 
и ее {2,3}'-холлова подгруппа нормальна и дисперсивна по Оре.

Следствие 3. Пусть р -- наибольший простой делитель порядка группы G. Если 
в группе G индекс каждой максимальной подгруппы либо делится на р, либо является 
простым числом, квадратом простого числа, либо кубом двойки и порядок группы не 
делится на 7, rno G разрешима и ее {2,3}'-холлова подгруппа нормальна и дисперсивна 
по Оре.

Аналогичные следствия можно записать для куба 3, куба 5 и т.д.

A bstract. Let A be a normal subgroup of a finite group G. Let G =  M K, where M  is 
maximal in G. The author studies the case when \G : M\ — qa and a < 3.
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