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Демпфирование больших колебаний связанных маятников

Е. А.  Р у ж и ц к а я

1. Введение. Демпфирование динамических систем является одной из цен­
тральных проблем теории управления движением [1,2]. Наиболее перспективные подхо­
ды к проблеме демпфирования должны базироваться на теорию оптимального управле­
ния [3] и дифференциальные игры [4], в рамках которых можно естественным образом 
учитывать ограничения на управления, не задавать структуру обратных связей, полу­
чать большие области притяжения, обеспечивать высокое качество переходных процес­
сов.

В данной работе развивается метод построения ограниченных оптимальных об­
ратных связей, основанный на теории оптимального управления, предложенный в ра­
ботах [5, б].

2. Постановка задачи. Математическая модель системы двух связанных ма­
ятников (рис. 1) с приложенным к оси подвеса управляющим моментом и имеет вид

m\l  Х\ =  —miglsm(xi)  — kl2rrii sin (ад +  х2) +  и.

m 2l2x 2 — —тп2gl sin(:r2) — kl2m 2 sin(xi +  х2), (1)

где Х[,х2 — уголы отклонения маятников от нижнего положения равновесия, ад, х2 -
угловые ускорения, m i, m 2 — массы маятников, I — длина маятников, д — ускорение 
свободного падения, к — коэффициент упругости пружины, t > 0 — время.

Состояниями равновесия системы (1) при и — u(t) =  0, t > 0, на фазовых 
плоскостях (х2,±2) являются точки

(хг =  ±2ртт, хх =  0 ), (х2 =  ±2ртг, ±2 =  0), р =  0 , 1 ,. . . ;  (2)

(хг = ± ( 2 р  +  1 ) 7Г, ±i  =  0 ) ,  (х2 = ± ( 2 р  +  1)7Г, ± 2  = 0), р =  0 , 1 , . . . ,  ( 3 )

из которых (2) — устойчивые, (3) — неустойчивые состояния равновесия маятника.
При малых начальных отклонениях (|xi(0)| +  |£i(0)| +  |я2(0)| +  |ж2(0)|) для га­

шения колебаний маятника около устойчивого нижнего состояния равновесия ( 0 , 0 , 0 ,  0 )  

используется линейное уравнение

m il2Xi = —miglxi  — kl2mi(x i  +  х 2) +  и, m 2l2x 2 =  —m 2glx2 — kl2m 2(xi +  х 2). (4)

Функцию
и = u {x i ,± i ,x2, x 2), (xx ,± i ,x2,±2) е R4, (5)

назовем обратной связью. Замена в (1) управления и на функцию (5) называется за­
мыканием системы (1). Таким образом, уравнение замкнутой системы имеет вид:

т Д х  1 — —migl  sin(xi) — kl2m x sin(a;i +  x 2) + u (x i, ± i , x 2, ±2),

m 2l2x 2 =  —m.2gl sin(x2) — kl2m 2 sin(xi +  x 2), (6)
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Рис. 1: Система связанных маятников

Рис. 2: Аппроксимация функций sin ж, cos ж

Обратную связь (5) назовем ограниченной демпфирующей в области G для со­
стояния равновесия (х\ — 0, Жх =  0,жг =  0,ж2 =  0), если: 1) и(0,0,0, 0) =  0; 2) 
\и(ж ь  Жх, ж 2 , ж 2)| < L, ( ж ь  ж ь  ж 2, ж2) £ G\ 3) решения ж i(£) = 0, x 2(t) = 0 ,  t  > 0, за­
мкнутой системы (6) асимптотически устойчивы в G.

Если начальные состояния заметно удалены от состояния равновесия (0, 0,0,0), 
то линейная модель (4) исключает из рассмотрения подобные движения исходной нели­
нейной системы (1). Поэтому заменим систему (1) эквивалентной нелинейной системой

m \l2xi — —miglahiyXi) — kl2m x (втжх созж2 + c o s ti s in ^ )  +  и,

m 2l2x 2 — —m 2gl s in ^ 2) — kl‘2m 2 (sin x x cos x2 +  cos x x sin x 2) . (7)

Нелинейную характеристику sin ж системы (7) заменим на периодическую 
кусочно-линейную функцию / ( ж ) ,  а нелинейную характеристику cos ж — кусочно­
постоянной функцией (на множство |ж| > З я / 2  функции продолжаются периодически) 
(рис. 2):

( х, |ж| <  тг/2; ( - 1 ,  |ж | <  7г / 2 ;

/ ( ж )  =  < —7г — ж, —З я / 2  <  ж <  — 7г/2; с о б ж  =  < 1, —Зт:/2 <  ж <  — 7г/2;
[  7Г — ж, я /2  <  ж <  37г/ 2 , [  —1. я / 2  <  ж <  37г/2.

3. Сопровождаю щ ая задача оптимального управления. Определим класс 
дискретных управлений с периодом квантования h > 0 :

u(t) =  u(mh), t 6 [mh, (m + l)/i[, m = 0,1, (8)
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Соответствующую дискретному управлению обратную связь будем обозначать симво­
лом Uh(xi, ±ь х2, х 2). Пусть заданы: начальное состояние z = (z\ = хДО) =  3 , z2 — 
х2(0) =  0, то — х3(0) =  — 3. .~4 =  х2(0) — 0); значения I =  1, гп,г — 1, m-> — 1, к — 
44.8, 0  =  2, h — 0.1. Рассмотрим случай, когда оптимальная траектория системы 
(6) будет проходить по трем областям I: л /2  < х г < Зл/2; II: —л/2  < Х\ < л/2, 
—л/2  < х2 < л /2 , III: —'in/2 < х 2 < —л/2  следующим образом: траектория первого 
маятника из области I в II, траектория второго маятника — из области III в I. Для по­
строения ограниченной демпфирующей обратной связи выберем параметр 0  =  N h  (N  
— натуральное число), введем вспомогательную (сопровождающую) задачу оптималь­
ного управления кусочно-линейной системой в классе дискретных доступных управле­
ний (8):

Ре(~) = p(z, ©i) =  min|w(£)|,
и,©1

Х\ =  — 35xi — 44.8х2 — 9.8л +  и, х 2 =  —44.8х3 — 35х2 +  9.8л, 

жДО) =  zi, хДО) = 2 2, х2(0) =  z3, х 2(0) =  г4, t  € [0, ©г]; (9)

Х\ — —54.6xi ~  44.8х2 +  и ) — —44.8xj — 54.6х2, хДОД =  л/2, x2(©i) =  — 7г/2,

хД 0) =  0, хД 0) =  0, х2(0) =  0, х2(0 ) — 0; |и(£)| < р, t б Г ,

где 0° =  © °(xi(0),x i(0),x2(0),x2(0 ),) — оптимальный момент перехода траекторий 
Xj(t), x2(t), t e T,  из областей I в II и из III в I.

Обозначим: u°(£\z), t £ T, — оптимальное программное дискретное управление
задачи (9), G q — множество начальных состояний г. для которых существует опти­
мальное программное управление. Функцию

u°(zl , z2,zs ,zG) = U°h(0\z), z e G e ,  (10)

назовем оптимальным стартовым управлением типа обратной связи. Следуя [5], можно 
показать, что обратная связь

Uh(Xi ,XLlX 2 ,Хо) =  U°h(x l,Xl,X2,X2), (xi, Xi, x2, x2) G Gq , (11)

является дискретной демпфирующей ограниченной обратной связью. При таком опре­
делении обратной связи автоматически учитываются ограничения на демпфирующие 
воздейстия, не задается ее структура — она вытекает из типа сопровождающей задачи 
оптимального управления.

Таким образом, проблема построения ограниченной демпфирующей обратной 
связи, которая гасит большие колебания, сведена к реализации оптимальной обратной 
связи (11). Поскольку получение замкнутой (явной) формулы для оптимальной образ­
ной связи представляет весьма сложную проблему, то. следуя [5], опишем алгоритм 
работы оптимального демпфера, который в каждом процессе демпфирования способен 
вычислять текущие сигналы обратной связи. Используя формул}' Коши, исключим из 
задачи (9) переменные состояния:

( a;i(©i) \
N l ph.хДвД 

x2(©l)
\  i 2(0i) )

F l ( S 1)z +  2 ^ u J I F 1( Q i - t ) b d t +  I  F 1( 0 1 — t)cdt.
3  =  1

(j-l)h JO
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(  2П(в) \  
±1 (О)
Х2(0)
\ *а(е) )

F 2( @ - 0 !)
N

+ Е
j=N i + l 4J- 1)Л

/ ^(©i) \
^ ( © o
X2(0 i)

V ^2(©i) У

Здесь ©i =  Л^Л. (_/Vx <  iV), iVi —  целое число, F 1^), F 2(t), t >  0, —  фундаментальные 
матрицы решений однородных систем хг =  — 35xi —  44.8х2, х2 =  - 44.8xi —  3 5 ж2, и 
Х\ —  — 5 4 .6ж 1 —  44.8х2, х2 —  — 44.8xi —  54.6ж2, соответственно:

F \ t )
И з(‘) /  Л У О НУ*) Н2з(4) r a w  \

^ ( < ) ц ц < ) п м , Г 2И  = г а  («) Г22(4) r a w Г24(4)
ГзКО Fj3(t) ЦзО) r? iW Г?2(() Г?з(<) г 324(()

4 , W r i W Ц з (0 И У О  У V r a w r a w r a w Г44(1) /

V =  (0,1,0 ,0 ), с' =  (0, - 9 -8Л-, 0,9.8тг), Ц,(г) =  F\,(l) =  F'3(t) =  Ц 4(() =  Je1# 1 +  
v— , .   —1

I е 10 COS

Ц'зМ = ГЦ«) =  Ц\(«) =  Ц 2(;)

-̂ 32 (0

28

е ю 1

•е ю 5л/2р- ^ «  _|___ 5__ •
28 6 +  ,/8862 Ь1П

I e- ^ t  +  i co s f v m

-  , 5V20- 7- £■е io + То-1- + sin
7v/2 io ‘ \/8862

20 sin
28  ̂ ' v/8862 

( ^ « ) , F i ( t )  =  F ii(t) =

= *&(«) =  -f«W

7 ,/8862.
V 10 ), K( t )

V 10

r?4W

40 c

 ̂ 10 1 

Ц зМ  =
v/8862

V~io

t) +  | cos , F 22(t)

7,/2 7V̂ f . 7x/2 7\/2 ̂
40 e 1° + q t e  10 7 >/8862.

F h m  = r a w  =

Г&М = ш ( ^ 9 7 й п ( У ^ г ) + 7 1 з т ( 1 # 4 ) )  , F j^ t) = F|4(f) = F JW  = F422(i)

( ¥ < )  ■ Г У О  = Г&(0 = - й  (v/497sin ( y ^ t )  -  71 sin ( i f « ) )  

f\/497 sin p t ) +  71 sin ( M ( ) )  , F|3W  =

5 < «  i/ t F ' 5 cos

4 (vm sin

10 

71 sin ( ¥ *
Запишем задачу (9) с учетом используемого класса доступных управлений в эк­

вивалентной функциональной форме:

р —  p(z, 0 ,  © i) =  min|'Uo j,
U,в}

F ^ e ^ Z !  + F112(e1)z2 +  F 1l3(Q1)z3 + F114(Q1)z4+

4-0 , f01 N1
F 112(01)c2dt +  /  F 114(e1)c4dt + У2 uj

J o  3=1

rjh

'U-l)h
F/2(©i - t)dt =  tt/2, ( 12)

F ^ © ^  +  F ^ 2 ( © i ) 22 +  F lz {Qx)z3 +  F ^ ( 0 i ) z 4 +

f0i
F£2{Q})c2dt +

Г © 1 Ni
F£4(Gi)c4dt +  y£uj 

3=1

'jh
F£2(&i — t)dt = — 7г/2 ,

(F22(© -  ©i)F2 1(0 ) + F 24(© -  © ^ ( © i ) )  z1 +  (F22(0 - ©i)F22(@) + F24(© -  ©ijFtV©!)) *2 + 

(F22(© -  ©i)F23(©) + F 24(© -  ©iJFiatQi)) 3̂ + (F22(© -  Qi)F£4(Q) + F24(© -  ©i)Fi4(©i)) 4̂ +

Fi22(© - ©i) ( [ 0l F22(©i - t)c2dt +  t ° l F}d(el - t)c4dt]F 22(© 1 -  t)c2dt +  I F 24(©i -  t)c4dt \ +  7r/2Fii(©  -  © i)+
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F 24(© -  ©г) Q f  1 Fl2 (Q, -  t)c2dt +  j f  1 F44(©1 -  t)c4d t j  -  7r/2F23(0  -  © i)+

^ ( © - © i )  Г  F b ( Q i - t ) d t \  + E ^  f+i24( © - © i )  Г  F ^ Q . - t J d t  
,=1 V ■'0-ЦЛ )  ы  \  J U-i)h j

V-~> ^E u3 / +12(0 -
i=Ni+l ^б-1)Л

(F|2(0 - ©i)F21(0) + F24(© -  ©1)^(0!)) 21 + (F22(© - ©i)F22(0) + F24(0 -  ©i)̂ ©!)) *2+ 

(+|2(© - 0i)F̂ (0) + +|4(0 - 0 1 ) ^ 3(©а)) Z3+ (F|2(© - ©i)F24(0) + F224(© - ©i)F414(©1)) -24 +
F 222 ( 0  -  0 1) Q 01 +22(© 1 -  t)c2dt + p  F^(© 1 -  i)C4dt) + tt/2 +22 (© -  © l)+

^224 ( 0  -  ©1) Q £  1 +42 ( © 1 -  t)c2dt +  j f  1 F 44(©1 -  *)с4<й) -  7г/2+|3(0  -  ©!) +

E % ( + f 2( © - 0 i)  Г  F b i Q i - Q d i )  + E « j  ( f 224( 0 - © i )  Г  Fl2 ( e 1 - t ) d t )  + Й \ JU-l)h / “1 V Л*-1)* /
У  rj liE I 2̂2(0 - f)dt = °>

(F|2(© -  ©i)F21(0) +  F|4(© -  © ^ ( © О )  21 +  (F322(0 -  ©i)F^(©) +  F34(0  -  ©i)+42(©i)) 22+ 

(F22(0 -  © ^ ( 0 )  + F34(0 -  © ^ ( © i ) )  23+ (F322(0 -  ©i)F24(0) + +34(© -  ©i)F44(©1)) 24+

+з2(© -  ©1) f  / 0l +22(61 -  *)C2dt +  / 0l +24 (©1 -  i)c4d ^  + tt/2F2 (0  -  © i)+
/0 J 0 /

/ /-в! /■©!
+ | 4 ( 0  -  ©1) ( j f  1 +4 2 (0 1  -  t)c2dt + j f  1 F44(©! -  i)C4d*) -  7Г/2 +зз(© -  ©l) +

^1 /  rjh \  /  f-jh \E +322(© -  ©1) / +22(01 -  *)<Й +  E U0 F324 ( 0  -  0 l)  / +4 2 (0 1  -  t)dt  +
U .  V Л*-!)* /  fci V /3-

N nh
E  % [  +3 2 ( 0  -  *)dt = °>

j=JVi + l

(+4 2 ( 0  -  0 l ) + l l ( 0 )  +  +44(0 -  © O + i^© !)) 1̂ +  (+422(© -  ©l)+22(0) +  +424(© -  ©l)+42(©l)) *2 +

( + 4 2 ( 0  -  © l ) + 2 :3 ( 0 )  +  +424 ( ©  -  © l ) + 4 3 ( © l ) )  ^ 3 + ( + 4 22 ( ©  -  © l ) + 2 4 ( © )  +  + & ( ©  ~  © l ) + 4 4 ( © l ) )  *4 +

/  /•©! /■©I
+422(© -  ©l) ( /  +22(© 1 “  t)c2dt +  J  F 24(0 1 -  t)c4d t j  +  7t/2F41(© -  © i)+ 

) ( j f ^  +4 2 (0 1  -  t)c2dt + +44(©1 -  l)c4E )  -  7t/2F43(© -  ©1) ++ ? . (© -©4 4 v̂- "" U1

E « J  +422(© -  ©l) / +2 2 (0 1  -  t)dt  +  E M  +4 4 ( 0  -  ©l) / +4 2 (0 1  -  t)dt
V Л * - 1)Л /  7=t V J
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N pj h

У ) Uj  / Е|2(@ -  t)dt =  0. |u7-| <  L, j  =  1,2 ,... N.
j —N i + l

Задача (12) — задача оптимального программного управления. Алгоритм реше­
ния задачи аналогичен описанному в работе [5, 6]. Если \х*(т)\ < 7г/2 и \х\{т)\ < тт/2, то 
текущее значение обратной связи вычисляется по линейной модели, т.е. используется 
решение задачи:

Р =  Pe(z) =  min|u(£)| ,
U

mil'2Xi = - m i g l x i  -  kl2m 1(xi + x2) +  и, т 2/2т2 = - m 2glx2 -  kl2m 2(x i + x 2), 

xi(0) =  zi, 21(0) = z2, x 2(0) = z3, x2(0) = z4, xi(0) = 0, x2(0) = 0, x2(0) =  0, x2(0) = 0.

У(01 <  a  t e T  = [o, ©].

Рис. 3: Траектории системы для начального состояния (3, 0, —3,0)

Рис. 4: Реализовавшиеся управления для начального состояния (3, 0, —3, 0)

Описанная процедура была реализована на ЭВМ. На рис. 3 представлены тра­
ектории системы. Штриховые линии соответствуют замкнутой кусочно-линейной си­
стеме, сплошные — поведению нелинейной системы (1), замкнутой обратной связью 
(11). На рис. 4 представлено реализовавшееся управление, соответствующее этим тра­
екториям. Из рисунков видно, что обратная связь, построенная по кусочно-линейной 
аппроксимации, хорошо гасит колебания и в исходной нелинейной системе, даже если 
исходные состояния удалены от состояния равновесия.
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Abstract. The problem of construction of limited damped feedback in one nonlinear system 
of the fourth order is consided. For the decision of the problem the positional solution of an 
auxiliary problem of the optimum control — the problem of intensity minimization is used. 
The results of damper work are given.
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