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1. Введение. При изучении групп G — А В , являющихся произведением своих 
подгрупп А п  В , довольно распространненым является нахождение утверждений о том, 
что если подгруппы А и В  принадлежат данному классу X, то и G € X. Наблюдаю
щийся параллелизм в рассуждениях при доказательстве теорем указанного выше типа 
(см., например, [1-6]) приводит к задаче построения общей схемы (формализации) до
казательства отмеченных выше утверждений. Рассмотрению этой задачи и посвящена 
настоящая работа.

Пусть отображение Д ставит в соответствие каждой группе G из данного класса 
X  некоторое бинарное отношение на множестве подгрупп группы G. Через Д с  будем 
обозначать значение отображения Д на группе G £ X. Пару (Д, X) будем называть 
моделью на классе X.

О пределение 1.1. Пусть X — некоторый гомоморф. Модель (Д,Т)  будем на
зывать F -моделью, если выполняются следующие утверждения:

1) если группа G £ X и (А , В ) £ A q , то (В, A) £ A q ;
2) если группа G £ X и (А , В) £ A q , то G =  АВ;
3) если группа G £ X и U — подгруппа группы G, то (U, G') £ Д<з;
4) если ip — эпиморфизм группы G £ X и (А, В) £ A q , то (АА В v ) £ A qv .
Будем говорить, что подгруппы А и В  группы G нормально перестановочны.

если А перестановочна с каждой нормальной подгруппой из В и В перестановочна с 
каждой нормальной подгруппой из А.

О пределение 1.2. F -модель ( А. Х)  будем называть F N P -моделъю, если вы
полняется утверждение:

5) если X-группа G имеет единственную минимальную нормальную подгруппу 
N  и (А , В ) £ A q , причем А и В  — собственные подгруппы группы G, то {N  П А, N  П 
В} С {А", 1} и подгруппы А и В  нормально перестановочны с N.

Цель статьи — доказать следующий результат.
Теорема 1.3. Пусть X — класс всех групп, имеющих са-разрешимый комму

тант и (А , Х ) — F N P -модель. Если [А, В) £ Aq, где А и В  — с-сверхразрегиимые 
подгруппы группы G, то G является с-сверхразрешимой группой.

2. Основная часть. В работе рассматриваются только конечные группы. Ис
пользуется терминология и результаты из [7-8]. Через У1р обозначается класс всех р- 
групп для некоторого простого числа р: через (В — класс всех групп; через 21 — класс всех 
абелевых групп; через 2t(p_i) — класс всех абелевых групп экспоненты, делящей р — 1. 
Согласно В.А.Ведерникову [9], группа G называется са-разрешимой, если G обладает 
главным рядом, каждый абелевый фактор которого централен в G ; с-сверхразрешимой.
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если G обладает главным рядом, все факторы которого являются простыми группами; 
са-сверхразрешимой. если G является с-сверхразрешимой и са-разрешимой группой од
новременно. Через &са обозначается класс всех са-разрешимых групп; через Uc — класс 
всех с-сверхразрешимых групп; через Иса — класс всех са-сверхразрешимых групп. В 
[9] установлено, что классы 6 са, Uc и Иса являются формациями Фиттинга.

Для доказательства теоремы нам потребуются следующие результаты, некото
рые из них имеют самостоятельное значение.

Л ем м а  2.1 [2, лем м а 1]. Пусти,$  — формация и N  — минимальная нормаль
ная подгруппа группы G такая, что 17V] = ра для некоторого простого числа р. Если 
N  содержится в подгруппе Н  из G и H / C h {U/V)  £ J  для любого Н-главного фактора 
U/V  группы N , то H / C h {U/V) £

Л ем м а  2.2 [2, теорем а 1]. Формация Ис является композиционной и имеет 
максимальный внутренний композиционный экран h такой, что

) ( ат\ _  Г если N  — простая р-группа,
К '  “  \  i А, если N  — простая неабелева группа.

Л ем м а  2.3. Пусть G — A N , где N  — элементарная нормальная подгруппа 
группы G и A D N  — 1. Если А с-сверхразрешима, а А и N  нормально перестановочны, 
то G с-сверхразрешима.

Доказательство. Подгруппа N  =  Ау х . . .  х АД где 1\ \  — попарно изоморфные 
простые группы. Доказательство проведем индукцией по к. Так как по условию AN\
— подгруппа G, то N  П A N X = (N  П A)N\  — N x. Откуда следует, что N x нормальна 
в G. По индукции G /N \ с-сверхразрешима. Так как N x — простая группа, то G с- 
сверхразрешима. Лемма доказана.

Л ем м а 2.4. Пусть (Д, (£) — F N P -модель. Если группа G имеет неабеле
ву единственную минимальную нормальную подгруппу N  такую, что G /N  £ Uc и 
(А, В) £ Д<з, где А и В  с-сверхразрешимы, то G с-сверхразрешима.

Доказательство. Если N  — G, то G =  Uc. Пусть N  ф G и N  — N x х . . .  х А/*,, где Nt
-  изоморфные простые группы. Ввиду условия 5) определения F N Р-модели либо N  С 

А, либо N  П А = 1. Тогда по лемме 2.3 A N  с-сверхразрешима. Аналогично подгруппа 
B N  с-сверхразрешима. Отсюда нетрудно вывести, что Nt — нормальная подгруппа в 
A N  и в B N , а. значит, и в G. Так как N  — минимальная нормальная подгруппа в G, то 
к — 1, а значит, G с-сверхразрешима. Лемма доказана.

Л ем м а  2.5. Пусть — подформация из 21. Если G £ ОфД, G — А В  и А, В  £ 
ОТPS), то G £ ОТpfj.

Доказательство. Пусть группа G — контрпример минимального порядка и N  ~ 
минимальная нормальная подгруппа группы G. Тогда G /N  £ 0ТрД и можно считать, 
что N  — единственная минимальная нормальная подгруппа в G. Если N  — р-гр,уппа, то 
(G/N)® =  G ^ N / N  ~  G ^/ G^  П N  £ 0ТР. Откуда G® £ 0Тр, т.е. G £ 0Тр1з. Противоречие. 
Поэтому Op(G) — 1, а значит, N  — q-группа, где q — простое число, отличное от р. Тогда 
G — абелева группа и А, В  £ S). Так как N  — единственная минимальная нормальная 
подгруппа в G, то G — циклическая (/-группа. Но тогда из G =  А В  получаем либо 
G =  А  £ f), либо G ~  В  Е F). Это противоречие завершает доказательство леммы.

Доказательство теоремы 1.3. Пусть (Д, 6 са21) — F/V P-модель. Пусть (А, В) £ 
До, где А, В  — с-сверхразрешимые подгруппы в G и б са21-группа G — контрпример 
минимального порядка, для которой утверждение теоремы неверно. Учитывая опреде
ление ТАР-модели и то, что Пс и ©са21 являются формациями, можно считать, что G 
имеет единственную минимальную нормальную подгруппу N  такую, что N  = G ^ .
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Пусть Я  — абелева р-группа для некоторого простого р. Покажем, что 
G /C a (N ) £ OtpSt. Обозначим 21-корадикал группы G через Т. Так как Т  £ б са, то 
Ct {U/V )  = Т  для любого Т-главного фактора U /V  группы N. Ввиду леммы 2.1 по
лучаем T /C T(N ) £ 21р. Тогда группа G /C T(N ) £ 2ТР21. Отсюда и из CT(N ) С Cg{N ) 
следует, что G /C q{N ) £ 2lp2l.

Рассмотрим Я  =  А Я и R  = B N . Учитывая условие 5) определения 1.2 и лем
му 2.3, получаем, что Я  и Я являются с-сверхразрешимыми подгруппами. Возьмем 
максимальный внутренний композиционный экран h формации Пс. Так как Я  £ Пс, 
то Н/C h {U/V )  £ h(p) для любого Я-главного фактора П /Р  группы Я. По лемме 2.2 
H /C H(N) £ %>h(p) — 2lp2l(p_i). Аналогично, K /C K{N) £ %,h(p) -  9y2l(p_i). Посколь
ку G / C g ( N )  =  H C g ( N ) / C g ( N )  ■ K C g ( N ) / C g ( N )  £ 2t?J2t, то по лемме 2.5 заключаем 
G /C a (N ) £ 9Tp2l(p_i) =  /г(р). Это означает, что фактор Я  является Я  центральным в G*. 
Отсюда и из G'/Я  £  i ic получаем G £ Пс. Противоречие.

Если Я  неабелева, то по лемме 2.4 группа G’ € Яс. Противоречие с выбором G. 
Теорема доказана.

3. Заключительные выводы. Рассмотрим некоторые приложения теоре
мы 1,3.

3.1. Пусть X — гомоморф и (А. Х)  — такая модель на X,  что, если (А, Я) £ А с  
и G /  А /  В /  G, то А <1 G, В <1 G. Нетрудно проверить, что (Д, X)  является F N P -  
моделью. Для данной модели из теоремы 1.3 вытекают следующие утверждения.

Следствие 3.1.1. Пусть G =  А В , где А и В — нормальные подгруппы группы 
G. Если G имеет са-разрешимый коммутант, а А, В  — с-сверхразрегиимые подгруппы 
группы G, то G является с-сверхразрешимой группой.

Так как всякая квазинильпотентная группа является са-разрешимой, то спра
ведливо следующее

Следствие 3.1.2. Пусть G —  А В , где А и В  —  нормальные подгруппы группы 
G. Если G имеет квазинильпотентный коммутант, а А, В — с-сверхразрешимые 
подгруппы группы G, то G является с-сверхразрешимой группой.

Следующее следствие — известный результат, полученный Р.Бэром в [10].
Следствие 3.1.3. Пусть G = А В , где А и В  — нормальные подгруппы группы 

G. Если G имеет нильпотентный коммутант, а А, В — сверхразрешимые подгруппы 
группы G, то G является сверхразрешимой группой.

3.2. Пусть X — гомоморф и (А, Х)  — такая модель на А, что если (А, В)  £ А с  
и б / A / f i / G ,  т о А и б  взаимно перестановочны, т.е. UB = BU и A V  =  V А  для 
любых подгрупп U С А и V  С В.  Ввиду (vii) леммы 1 из [5] ( А, Х)  является F NP-  
моделыо. Для данной АЯР-модели из теоремы 1.3 вытекают следующие результаты.

Следствие 3.2.1. Пусть G = А В  есть произведение взаимно перестано
вочных подгрупп А и В. Если G имеет са-разрешимый коммутант, а А, В  — с- 
сверхразрешимые подгруппы группы G, то G является с-сверхразрешимой группой.

Следствие 3.2.2 [4, теорема 5]. Пусть G = А В  есть произведение взаимно 
перестановочных подгрупп А и В. Если G имеет квазинильпотентный коммут.ант, 
а А, В  — с-сверхразрешимые подгруппы группы G, то G является с-сверхразрешимой 
группой.

A b stra c t. The paper considers some sufficient conditions for groups G — A B  with c- 
supersoluble factors A  and В  to be c-supersoluble.
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