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Об инвариантности стационарных распределений вероятностей состояний 
открытой сети с многорежимными стратегиями обслуживания
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1. Введение. В работах [1-4] исследовались марковские сети, в которых прибо
ры могут частично выходить из строя, работая при этом в “щадящем” режиме. Однако 
в указанных работах предполагалось, что длительности обслуживания заявок и дли
тельности пребывания прибора узла в режимах имеют показательное распределение. В 
настоящей работе рассматриваются аналогичные сети, в которых количество работы по 
обслуживанию заявок в узлах и количество работы по переключению прибора с одного 
режима на другой имеют произвольные законы распределения, при этом обслуживание 
заявок и переключение режимов происходит с переменными скоростями, зависящими 
от состояния узла. Доказывается, что в этом случае стационарное распределение со
храняет свой вид.

2. Постановка задачи. Рассматривается открытая сеть массового обслужива
ния, состоящая из N  однолинейных узлов. Поступающий в нее поток заявок -  простей
ший с параметром Л. Каждая заявка входного потока независимо от других заявок с 
вероятностью 7Гоi направляется в l-й узел (/ =  1, A ; о̂г — !)• Заявка, обслуженная 
в l-м узле, мгновенно с вероятностью яд направляется в к-й узел, а с вероятностью яд 
— покидает сеть (I =  1, AT; 5Zfc=0 яд =  1). В l-м узле находится единственный прибор, 
который может работать в д  +  1 режимах. Состояние I-го узла характеризуется парой 
чисел Xi — (ii,ji), где ц -  число заявок в l-м узле, д  -  номер режима, в котором работает 
прибор в l-м узле (/ =  1, N\ji — 0, д).

Назовем 0 основным режимом работы. Количество работы, необходимое для пе
рехода прибора 1-го узла в режим 1, является случайной величиной с произвольной 
функцией распределения Ф (̂ОД) и математическим ожиданием 0), при этом, если 
в момент времени t в узле находится ц заявок, то указанный переход происходит со 
скоростью щ{ц, 0) +  Для состояния (ц ,д ), У которого 1 <  д  <  г/ — 1, количе
ство работы, необходимое для изменения режима (на д  — 1 или д +  1), также является 
случайной величиной с произвольной функцией распределения Ф;(д ,t) и математиче
ским ожиданием Если в момент времени t состояние узла есть (й ,д ), то изме
нение режима происходит со скоростью щ{цд{)  +  при этом с вероятностью
vi{4,3i)/{vi{iuj{) +  прибор 1-го узла переходит в режим д  +  1, а с  вероятно
стью j i ) / j i )  +  <pi(ii,ji)) -  в режим д — 1. И аналогично, количество работы, 
необходимое для перехода прибора /-го узла из режима Г; в д  — 1, имеет произвольную 
функцию распределения Ф;(г;,/) и математическое ожидание при этом, если в
момент времени t в узле находится ц заявок, то указанный переход происходит со ско
ростью ui(ii,ri) +  ipi{iu Ti). Во время переключения прибора с одного режима работы на 
другой число заявок в узле не меняется.

Дисциплина обслуживания заявок в узлах имеет следующую специфику. Заявка, 
поступающая в некоторый узел, обладает абсолютным приоритетом по отношению ко 
всем остальным заявкам, находящимся в узле. Вытесненная с прибора заявка вклини
вается в начало очереди, сдвигая стоящие в ней заявки, причем при повторном поступ-
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лении на прибор заявка продолжает дообслуживаться оставшееся время в режиме, в 
котором работал прибор на момент указанного поступления.

Если в момент времени / состояние 1-го узла есть вектор (ц, J/) и сразу после ука
занного момента в этот узел поступает требование, которое начинает немедленно обслу
живаться, то количество работы по его обслуживанию является случайной величиной 
с функцией распределения Bi(ii +  l , z )  и математическим ожиданием у  (у +  1) < ос. 
Если в момент времени t состояние /-го узла есть то обслуживание ведется со
скоростью ), т.е. зависит от состояния узла.

Будем предполагать, что матрица (тгд), где I, к =  0, N, неприводима (лоо =  0). 
Тогда уравнение трафика

N

к= 1

имеет единственное положительное решение (у, / =  1,7V).
Состояние сети в момент времени t будем характеризовать вектором x(t) =  
. . .  , xjyit)), где Xi(t) =  (ii(t),ji(t)) -  состояние /-го узла в момент времени t. В 

соответствии с вышесказанным, здесь ii(t) -  число заявок в l-м узле в момент времени 
t, ji(t) -  номер режима работы 1-го узла в момент времени t.

Цель работы -  доказать инвариантность стационарного распределения x(t) по 
отношению к виду распределений длительностей обслуживания и к виду распределений 
времен пребывания в режимах при фиксированных математических ожиданиях.

3. Марковский случай. Пусть длительности обслуживания заявок в узлах и 
длительности пребывания в режимах имеют показательное распределение, т.е. для /-го 
узла Bi(ih ji,t)  =  1 - e x p { - n i ( i u ji)t} (t > 0) иФi{iu j u t) =  l - e x p { - ( v i ( i h ji)+ipi(it, ji))t} 
(t > 0). Тогда x(t) -  однородный марковский процесс с непрерывным временем и не 
более чем счетным фазовым пространством X  =  Х\ х Х 2 х . . .  хХдг, где X t =  {(ii,ji)\ii =
0 , 1 , . . .  ] j i  =  0 ,  г / } .

В работе [1] установлено, что при выполнении условий

ui(ih ji -  1 )tn(ii,ji)ipi(ii -  1 ,ji) =  -  1 ,j[ -  1 -  1 )tpi{iiJi),

4 >  1, 1 < j i < r h 1 < 1 < N ,

x e x  1=1 '  k=  1 s= 1

процесс x(t) эргодичен, а финальное стационарное распределение имеет мультиплика
тивную форму

р ( х )  =  Pi(x1)p2(x2) . ■ - P n ( x n ) .

При этом

/  01
Pi(ii,ji) =  0 , 0 ) ,

'  k = l  s = l  '

где q(x) =  A +  YliLi (w(*i,ii) +  MUJi)  +  <Pi(U,ji)), a (eu I =  I, N)  -  положительное 
решение уравнения трафика (1).
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4. Немарковский случай. Пусть теперь количество работы по обслуживанию 
заявки прибором I-го узла имеет произвольную функцию распределения Bi(ii,t), а ко
личество работы, требуемое для перехода прибором 1-го узла в другой режим -  Фi(ji,t), 
когда состояние I-го узла есть Основной результат формулируется следующим
образом.

Теорема. Если выполнены условия

ui{ii>ji ~ 1 )ai(ii,ji)<pi(ii -  1 ,ji) =  -  1 ,ji -  l )a t{ih ji -  1 )(pi(ii,ji),

i i >  1, 1 < j i < r h 1 < 1 < N ,
N  / h  ч \

“  1 )у?Г 1( ° > * :) П ‘Г/(в) а Г 1(5>^) )<  ° ° ’
x e x  1=1 '  k =  1 3= 1  '

где q{x) =  A +  +  vFHjiteiiihji)), то процесс x(t)
эргодичен, при этом финальное стационарное распределение имеет вид

р{х) =  pi{xi)p2(x2) . , .pN(xN),

где
/  31 г -  \

PiiiiJi) =  ( A e i ) S ( 7 i ) I I ^ 0 * fc-  1 ) ^ Г 1 (0^ ) П г ^ £)а Г 1(5О ‘/ ) ) р / ( 0 , 0 ) )
'  к = 1  3 = 1  '

£i находятся из (1), а
/ ОО J i  j  i \ - 1

Pt(о , о )  =  П ч ( о , к - % г 1 ( ° ^ ) П т , (5)а г 1 (5>л )  . i = i , n .
М = о  j = 0 fc=l 5=1 '

Abstract. O p e n  q u e u e i n g  n e t w o r k s  w i t h  P o i s s o n  e n t e r ,  M a r k o v  r o u t i n g  a r e  c o n s i d e r e d  i n  

t h e  p a p e r .  T h e  a m o u n t  o f  t h e  w o r k  o n  s e r v i n g  c u s t o m e r s  h a s  a n  a r b i t r a r y  d i s t r i b u t i o n .  

S i n g l e  s e r v e r  n o d e s  c a n  o p e r a t e  i n  a n y  m o d e ,  t h e  a m o u n t  o f  t h e  w o r k  f o r  s w i t c h i n g  f r o m  

o n e  m o d e  t o  a n o t h e r  a l s o  h a s  a n  a r b i t r a r y  d i s t r i b u t i o n .  S w i t c h i n g  o c c u r s  o n l y  b e t w e e n  t h e  

n e i g h b o u r i n g  m o d e s .
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