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Тотально насыщенные формации с метанильпотентным /^-дефектом ^  2

В. Г. С аф о н ов  

1 Введение. Определения и обозначения

Все рассматриваемые группы конечны. Мы придерживаемся терминологии при
нятой в [1~3].

Пусть $  и f) — некоторые тотально насыщенные формации. Тогда длину решетки 
З/схЛПЗ (конечную или бесконечную) тотально насыщенных формаций, заключенных 
между 5  П И и 5. называют fjoo-дефектом формации 3  и обозначают ]3 : И П31оо- В 
случае когда И =  УХ2 — формация всех метанильпотентных групп Tt^-дефект тотально 
насыщенной формации будем называть её метанильпотентным 7 » -дефектом.

В 1997г. А.Н.Скибой [3] было получено описание разрешимых тотально насыщен
ных формаций с нильпотентным 7»-дефектом ^ 2. В работе автора [4] изучались то
тально насыщенные формации, у которых нильпотентный ^-деф ект не превосходит 3.

Исследованию и классификации тотально насыщенных формаций, имеющих за
данные ограничения на решетку их тотально насыщенных подформаций, а также изу
чению различных свойств решетки тотально насыщенных формаций, посвящены рабо
ты [2-10].

В настоящей статье дается описание тотально насыщенных формаций, имеющих 
метан ильпотентный дефект ^  2.

Напомним некоторые из используемых определений и обозначений [2,3].
Всякую формацию конечных групп называют 0-кратно насыщенной. При п ^ 1 

формацию 5  называют п-кратно насыщенной, если она имеет такой локальный экран, 
все непустые значения которого — (п — 1)-кратно насыщенные формации. Формацию 
n-кратно насыщенную для любого целого неотрицательного п называют тотально на
сыщенной.

Для всякой совокупности групп УЯ через ^formOU обозначают тотально насы
щенную формацию, порожденную классом групп ШТ, т.е. пересечение всех тотально на
сыщенных формаций, содержащих Ш. При этом, если УЯ — { С } ,  то формацию 1Допп(г 
называют однопорожденной тотально насыщенной формацией.

Для любых тотально насыщенных формаций ®1 и f) полагают УЯ V oofj = 
— /оДогпДШ! U fj). Частично упорядоченное по включению С множество всех тотально 
насыщенных формаций с операциями V,» и  П образует полную решетку. Формации 
из Iоо называют 1^-формациями. Экран, все непустые значения которого /оо-формации. 
называют l^ -значным. Если 3  — тотально насыщенная формация, то через Зоо обозна
чают её минимальный loo-значный локальный экран. Для всякой совокупности групп X 
полагают Здо(р) =  /00form (G /F p(G')|G G Ж), если р € 7г(Х) и ЗДо(р) — 0 , если р ф 7г(Х).

Тотально насыщенную формацию 3  называют S j -критической (или, иначе, ми
нимальной тотально насыщенной не f j -формацией), если 3  Ф но все собственные 
тотально насыщенные подформации из 3  содержатся в классе групп 9).

Тотально насыщенная формация 3 называется неприводимой (или 1^-неприво
димой формацией), если 3  Ф 7x>form(Ui6/37) =  V0O(X;|z £ I), где {Х,|г € / }  — набор 
всех собственных тотально насыщенных подформаций из 3- В противном случае фор
мация 3  называется приводимой тотально насыщенной формацией (или ^-приводимой 
формацией).
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Для произвольной последовательности простых чисел pltp2, . . .  ,рп и всякой со
вокупности групп X класс групп ХР1Р2"Рп определяют следующим образом:

1) XPl =  (A/FP1(A)\A £ X); 2) = (A/FPn(A)\A £ ХР1Р2- Рп~').
Последовательность простых чисел Pi,P 2 , ■ ■ ■ ,Рп называют подходящей для X, 

если pi £ 7г(Х) и для любого i £ { 2 , . . . ,  п} число pi £  7r(XPlP2"'Pi“ 1). Множество всех 
подходящих для X последовательностей обозначают через Р(Х). Символом Р?г(Х) обо
значают совокупность всех таких последовательностей рь р2, • • ■ ,Рп из Р(Х), у которых 
Pi ф рг+1 при всех г G {1, . . . ,  п -  1}.

Пусть p i,p 2, ■. ■ ,р п — некоторая подходящая для $  последовательность. Тогда 
тотально локальный экран З 00Р1Р2 ■ • • Рп определяют следующим образом:

1) SooPl =  (3"oo(Pl))oo>
2) ’SooPl • ■ ■ Рп ~  (SooPl ■ ■ ■ Рп—\{РпУ)оо-
Через 91, 9t2 и в  обозначаются классы всех нильпотентных, метанильпотентных 

и разрешимых групп, 91* — класс всех нильпотентных 7г-групп, где я — некоторое 
непустое множество простых чисел.

2 Используемые результаты

В виде следующих лемм сформулируем некоторые известные результаты теории 
формаций, используемые в работе.

Лемма 1 [2, с.75]. Пусть f i  — локальный экран формации h — внутренний 
локальный экран формации Д. Тогда формация имеет такой локальный экран / .  
что для любого простого числа р справедливы утверждения:

1) f (p )  =  если р £ тт(д);
2) Др) =  h(p), если р £ лД#).
Лемма 2 [3, с. 33]. Пусть $  =  ДДогтХ, где X — непустой класс групп. Тогда 

если /  — минимальный l^ -значный экран формации то справедливы следующие 
утверждения:

1) 7г(Х) = тг(5);
%) К р ) — %ос(р) — доо{р) пРи всех простых числах р;
3) если h — произвольный 1^-значный экран формации то при любом р € 7г(Х) 

имеет место f (p )  =  l00form(A\A £ h(p) Г)#, Ор(А) =  1).
Лемма 3 [10]. Пусть G — монолитическая группа, R  =  Soc(G) — неабелева 

группа. Тогда $  =  l^iovmG имеет единственную максимальную l ^ -подформацию Ш =  
=  &TT(R)looform(G/ R ). В частности, &п(д) С с  $■

Лемма 4 [3, с. 94]. Пусть $  — разрешимая формация. Тогда в том и только 
в том случае $  — минимальная тотально локальная не У\т -формация, когда $  =  
= 9lpl9tP2... 91Рт+1 для некоторой последовательности p i ,p 2, . . .  ,рт + 1 из Рт+1(30-

Лемма 5 [2, с. 168]. Пусть $  и Д — формации, причем S) локальна и G - 
группа минимального порядка из Тогда G монолитична, ее монолит совпадает
с G  ̂ и если G^ -  р-группа, то G = Cq { G =  FP(G).

Лемма 6 [2, с.79]. Пусть Н /К главный фактор группы G, р £ п(Н/К).  Тогда 
Op(G/Cg (H / K )) =  1.

Лемма 7 [10]. Пусть # и X — тотально насыщенные формации, причем X С 
С 91. Тогда и только тогда $  — Хоо-критическая формация, когда выполняется одно 
из следующих условий:

1) $  =  9Хр, где р ф 7г(Х);
3) -5 = 9lp9lg для некоторых различных простых чисел р и q из 7г(Х).
Лемма 8 [4]. Пусть Ш, ^ и S) — 1^-формации, X = Ш V оо#, В = 9Х П $. Тогда
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если $)оо-дефект формаций Ш и $  конечен, то

\Х : £> П Х\ж =  |0Л : S) П +  |£ : S) П 5|оо -  I-С : Ъ  П £|то.

Лемма 9 [10 ]. Для любых двух тотально насыщенных формаций Ш и $  имеет 
место решеточный изоморфизм

Ш  V ooS/соШТ ~  S /ооШ П

Следующая лемма непосредственно вытекает из леммы 5.2.7 [3].
Лемма 10. Пусть Ш, $  и Т) — 1^-формации, где 9Л С $ . Тогда

\Ш : £) П Ш Д  < |£ : £  ntfloo.

Лемма 11 [3, с. 94]. Пусть 0  — такая полная решетка формаций, что О1 С 
С 0. Пусть h — канонический экран формации S), /  — минимальный 0-значный экран 
формации $. Тогда $  является S)qi -критической формацией в том и только в том 
случае, когда J = 0TormG, где G — такая группа минимального порядка из $  \S) с 
монолитом: R — G**, что для всех р Е к (R) формация /(р) (/г(р))© -критична.

Лемма 12 [9]. Пусть 5 — неразрешимая тотально насыщенная формация. 
Тогда в $  найдется по меньшей мере одна 6 ^-критическая подформация.

Лемма 13 [9]. Пусть 5 ~~ тотально насыщенная формация. Тогда и только 
тогда $  — минимальная тотально насыщенная неразрешимая формация, когда $  = 
= /ooformG, где G — такая монолитическая группа с неабелевой минимальной нор
мальной подгруппой R, что группа G/R разрешима.

Лемма 14 [9]. Пусть $  — тотально насыщенная формация. Тогда следующие 
утверждения равносильны:

1) решетка L^  (#) имеет конечную длину;
2) решетка Loo (S') конечна;
3) $  — разрешимая однопорожденная /<*>-формация.

3 Основной результат

Лемма 15. Пусть G — такая монолитическая группа, что Р  =  Soc(G) - 
абелева р-группа. Тогда если Р  % $(G), то /ooformG' =  2Rpl,yoioxm.{G / Р ) .

Доказательство. Пусть $  =  /ooformG, £ = /ooform(G/P) и Ш =  9ТР£. Ввиду 
леммы 1 формация ГО1 имеет такой /оо-значный локальный экран т, что т(р) =  (1)£ =
= £ и m(q) =  £оо(q) для любого простого числа q ф р. Так как по условию Р  — р-группа. 
то для любого q ^  р имеем Р  С Fq(G) и

(G /P )/F ,(G /P) =  ( G/P)/F~ G /F,(G ).

Но тогда по лемме 2

m(q) =  £ 00(9) = /ooform((G/P)/Pg(G/P)) = /0Oform(G/F,(G)) = $ ж{д)

для любого простого числа q G tt(G), q ф р. Кроме того, поскольку Р  $(G ), то 
Р = С Д Р )  =  FP(G) и

т77,(р) = £  = /00form(G/P) = /00form(G/Pp(G)) = £оо (р).
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Таким образом, т  =  ЗД,. Последнее влечет #  =  971. Лемма доказана.
Лемма 16. П усть  $  — неметанилъпотентная то тал ьн о  насыщенная форма

ция. Тогда в $  найдется по меньшей мере одна УХ^-критическая подформация.
Д оказательство . Пусть £  — такая ^-формация, что $  % 912. Выберем в 5 \ 

\ 9Т2 группу минимального порядка А. Тогда А — монолитическая группа с монолитом 
Я — А012. Если Я — неабелева группа, то |7г(Т?) | ^  3 и ввиду леммы 3 6 Лця) С д- 
Значит, если р, q и г — различные простые числа из п(Я), то X  =  91р91?91г С 5 и , в 
силу леммы 4 1 -  искомая 91^-критическая подформация формации $. Пусть Я - 
абелева р-группа для некоторого простого числа р. Ввиду насыщенности формации 9Т2 

имеем Я % Ф(А). Тогда согласно лемме 15 /оДогтЛ — 91p/00form(J4 //? ). Ввиду леммы 5 
Я =  Cg (R) =  FP(G). Поскольку по лемме 6 Ор(А /Я ) =  1 и А /Я  разрешимая группа, то 
любая минимальная нормальная подгруппа группы А /Я  является р'-группой. Поэтому 
F ( A / R ) е 91р/. Так как А / Я  е  912\9Т то /00form(J4 /i?) С 91р/91. По лемме 7 в формации 
/оЛоггфА/Д) содержится по меньшей мере одна минимальная тотально насыщенная 
ненильпотентная подформация £. Согласно лемме 4 £  =  91g91r, где р и г  — различные 
простые числа. Так как /00form (T/i?) С УХр'УХ, то у ф  р. Но тогда

X =  91р£  -  %Д1Ч%. С 9Tp/00form (T//?) С

Ввиду леммы 4 X — искомая минимальная тотально насыщенная неметанильпотентная 
формация. Лемма доказана.

Лемма 17. П усть  $  — то тал ьн о  насыщенная формация. Тогда и только т о 
гда : 912 П S’loo =  1, когда 5  =  971 V <*>37, где 971 — м етан и льп отен тн ая  тотал ьн о  
насыщенная формация, — УХ^-критическая формация, при э то м : 1) всякая м е т а 
нильпотентная ^-подформация из £  входит в 971\/0о(5эП912); 2) всякая неметанилъ
п отен тн ая  loo-формация Зт из $  им еет вид 37 V оДЗт П 9Т2).

Д оказательство . Необходимость. Пусть 5 — тотально насыщенная формация с 
91 ,̂-дефектом 1. Так как ^ неметанильпотентная формация, то по лемме 16 в $  содер
жится некоторая минимальная тотально насыщенная неметанильпотентная подформа
ция 37. По условию леммы 971 =  $  П X — максимальная тотально насыщенная подфор
мация формации У. Поэтому #  =  £  V оо971.

Д остато ч н ость . Пусть $  — £  V оо931, где 37 — минимальная тотально насыщен
ная неметанильпотентная формация, а 971 — метанильпотентная тотально насыщенная 
формация. Тогда ввиду леммы 8 91^,-дефект формации J  равен 1.

Установим теперь справедливость второй части леммы. В силу леммы 9 имеет 
место решеточный изоморфизм

S/oc(£  n 912) V oo97t -  ((£) П 912) V ^971) V ооЗ/оо(£> П 912) V оо971 ~

^  Ъ/ооЪ П ((37 П 9l2) V 00971) =  37/^37 П 912.
Поскольку 37 П 36 — максимальная тотально насыщенная подформация в 37, то (37 П 
С912) Voo971 — максимальная тотально насыщенная подформация в у. Так как У (7 912- 
то любая метанильпотентная тотально насыщенная подформация из 5  содержится в 
(37 П 912) V оо9Я.

Допустим теперь, что в 5  имеется минимальная тотально насыщенная немета
нильпотентная подформация ЗД и ЗД ^  З7 .

Тогда З7 Voo37i С $. По лемме 8 ОТ^-дефект формации Зэ Voo-̂ 3i равен 2. Последнее 
противоречит лемме 1 0 .

Таким образом, в формации $ нет минимальных тотально насыщенных немета- 
нильпотентных подформаций, отличных от З).
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Пусть теперь £  произвольная неметанильпотентная тотально насыщенная под- 
формация формации 5- Тогда, но лемме 16 и доказанному выше, имеем £  С £. Поэтому

£  =  £ n S  =  £ n ( £ ) V  ЖШ )  =  Я  V оо(£ П Ш )  =

=  я V « ,(£  П (5  п ОТ2)) =  ь V оо(£ n О!2).

Лемма доказана.
Л емма 18. П усть  5  — то тал ьн о  насыщенная формация, р — некоторое про

стое число. Тогда и только тогда  5  минимальная то тал ьн о  насыщенная не ОфО!2- 
формация, когда 5  =  2flpl2flP2<yiP3, где РьР2,Рз ~~ так ая  последовательность простых 
чисел из Р3(5), что рг Ф р.

Д оказательство . Необходимость. Пусть 5  ~  минимальная тотально насыщен
ная не 91р912-формация. Обозначим через 911 — единственную максимальную тотально 
насыщенную подформацию формации 5- Тогда 5  — Olloo-критическая формация. По 
лемме 11 5  =  /ooformG, гДе G  — такая группа минимального порядка из 5  \ $1 с мо
нолитом Р  =  G m , что для любого р €  7Г(Р) формация 5оо (р) является (ОфЭЯоДр))^- 
критической.

Покажем, что 5  Я  ©• Предположим противное. Тогда поскольку G /P  € Ш  С 
С ОфО!2, то Р  — неабелева группа и |7г(Р)| ^  3. Ввиду леммы 3 & ж(р) С 5- Значит, 
©•л-(Р) Q 9Л С 91р912. Противоречие. Таким образом, 5 Q ©■

Возможны следующие два случая: 1) DR 912; 2) 911 С ОТ2.
Пусть имеет место 1). Тогда поскольку 5  — (ОфОР^-критическая формация, то 

Ш  С 013.
Допустим, что 5  С 013. Так как G 012, то /(G) =  3 и G е  9ф912 для некоторого 

простого числа q ф р. Тогда

911 С ОфОТ2 П OlpOl2 =  (9ф П 01р)012 =  912.

Противоречие.
Пусть 5  2  913- Тогда 5  — минимальная тотально насыщенная не 013-формация. 

По лемме 4 5 =  У1Р1УХР2У1РзУ1Р4 для некоторой последовательности простых чисел 
РъР2,Рз,Р4 из Р4(5)- Тогда поскольку s  =  =  (01р101р201р3)01р4 и
OlpjOlpjOlрз — наследственная формация, то 91Р1 Оф^Оф, V ооОф29ф3914 С 5- Так как 5 £ 
С О!3, то 01p101p20tp3 V 0 0 ^ 2 ^ 3 ^  С 5. Значит, О^Оф, . . .  9ф3 V оо0ф29ф3914 Я 911. Но 
911 С OlpOl2. Следовательно, рг — р2 =  р. Противоречие. Таким образом, данный случай 
невозможен.

Пусть имеет место 2). Так как 5  % 912, то 5  — минимальная тотально насыщенная 
не 012-формация. Ввиду леммы 4 5  =  91pi91p291p3 для некоторой последовательности 
простых чисел РьР2,Рз из Р3(5)- Поэтому 5  Я 91Р1912. Так как 5  Я ОфОТ2, то р\ Я V и 
формация 5  удовлетворяет условию леммы.

Д остато ч н ость . Пусть 5  ~  формация из условия леммы. Тогда ввиду леммы 4 
5 — минимальная тотально насыщенная не 012-формация. Поэтому любая собственная 
тотально насыщенная подформация из 5  содержится в 012 и, следовательно, в OlpOl- 
Так как при этом р ф pi, то 5  Я 0ф912. Значит, 5  — минимальная тотально насыщенная 
не 01р012-формация. Лемма доказана.

Л емма 19. П усть  5  — то тал ьн о  насыщенная формация. Тогда если |5 : 5 Р 
С 012(оо =  2, т о  5  ~  разрешимая 1^-приводимая формация.

Д оказательство . Предположим, что 5  — loo-неприводимая формация и пусть 911 
— единственная максимальная тотально насыщенная подформация формации 5. Тогда 
I9H : 911 П 012|оо =  1 и по лемме 17 911 =  Hi V оо®1ь гДе £>i ~~ минимальная тотально
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насыщенная не 9Т2-формация, 97Т С 912. Так как в силу леммы 4 f)i =  91р,9'1Р29г1Рз, где 
P i>Р2 )Рз — некоторая последовательность из Р3(5), то 971 =  fh  V oo971i С 91Р1912.

Понятно, что 5  — минимальная тотально насыщенная не 971-формация. Значит, 
по лемме 11 5  =  locformG', где G — такая группа минимального порядка из 5  \  971 с 
монолитом Р  =  Gm, что для любого q G 7г(Р) формация 5оо(р) является (91̂ 97100(р))^- 
критической.

Покажем прежде, что формация 5  разрешима. Допустим противное, тогда в 
силу леммы 12 в формацию 5  входит по меньшей мере одна минимальная тотально 
насыщенная неразрешимая формация X. Согласно лемме 13 X — /оДогппТ, где X  — 
такая монолитическая группа с неабелевым монолитом У, что группа X / Y  разрешима. 
Так как У — неабелева группа, то |7г(У)| ^  3. Ввиду леммы 3 С 5". Следовательно,
©тг(у) Q 971 С 9rtPl912. Получаем противоречие. Таким образом, формация 5  разрешима. 

Предположим, что 5  Q 93Р1912. Тогда поскольку 5  <2 912, то 1(G) =  З и Р  =  FPl((7)
— pi-группа. В силу леммы 15 5  =  9rlPll00form(G'/P).

Поскольку ЗоДрД — минимальная тотально насыщенная не Ttp^oo(р е 
формация, то применяя леммы 2 и 11 $oo(Pi) == W on n (G /F Pl(G')) =  /00form(Gr/P )  =  
=  /ooformyl, где А — такая группа минимального порядка из 5oo(Pi) \  93Р1 OTIqo(pi) с 
монолитом R =  y4°'ViOT«>(Pi)) что для любого q G тт(R)  формация 3boPi(<7) является 
(91(?97100р1(о,))00-критической. Поскольку 5  — разрешимая формация, то R — абелева 
сц-группа для некоторого простого числа <ц. Так как R % Ф(Л), то согласно лемме 15 
3oo(pi) =  locformA =  <R qil00hvm (A / Fqi(A)).

Снова применяя леммы 2 и 11 получаем, что

3ooPi(q\) =  /ooform( Л /Fqi (Л)) =  /ooformP,

где В  — такая группа минимального порядка из 3ooPi(9i) \ 9'l9l97100pi(gi) с моноли
том S =  ч т о  д ЛЯ любого q G 7г(5) формация $ooPiQi(q) (9'tf/9K0oPi9i(9))oo-
критична. Ввиду разрешимости формации 5  получаем, что S — абелева (^-группа, 
где <?2 6 7г(5г) ■ Так как S <2 Ф (В), то по лемме 15 5<x>Pi(<?i) — looformP =
— 9fl<?2locform (B /P?2(jB)). Поэтому

5 =  Olpjlooformn =  OtpjTlgj/ooformP =  93Pl93gi93g2/0Oform (B /F ?2(13)).

Поскольку 91Р1 Dlgj93  ̂ С 5  и 5  Я 913, то /00form (B/F<73(B)) =  (1). Значит, 5  =  91Pl9rtgi9rl92. 
Но тогда согласно лемме 4 $  — минимальная тотально насыщенная не 932-формация. 
Следовательно, |5 : 5  П 912|0О =  1. Противоречие.

Значит, 5  ^  97Р1932. Так как 971 С 9tPl9'l2, то 5  — минимальная тотально локаль
ная не 9г1Р19Т2-формация. Ввиду леммы 18 5  =  93д19192919з, где q\ ф р\.

Тогда
971 С 9Т(?]9'12 П 93Р1912 =  (9Igi П 91Р1)912 =  912.

Противоречие. Лемма доказана.
Теорема 1. П усть  5  — то тал ьн о  насыщенная формация. Тогда и только т,огда 

: 5 П 912|оо =  2, когда 5  =  Лг V 00Л2 V оо971, где 5У и S) 2 — различные минимальные 
то тал ьн о  насыщенные неметанильпотентны е формации, 971 — м етан ильпотен тн ая  
тотал ьн о  насыщенная формация.

Д оказательство . Необходимость. Пусть 5  — тотально насыщенная формация с 
метанильпотентным loo-дефектом 2. Согласно лемме 19 5  — разрешимая /оо-приводимая 
формация. Обозначим через 971 — такую максимальную тотально насыщенную подфор- 
мацию формации 5, что |971 : 971 П 912|оо =  1. По лемме 17 971 =  f)i V oo971i, где f)i —

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



172 В. Г. Сафонов

минимальная тотально насыщенная не 912-формация, ШТ С 932. Так как ввиду лем
мы 8 Ш  V оо^  П 9Т2) — формация ОТ^-дефекта 1, то $  П 0Z2 С Ш. Поскольку $  — 
/оо-приводимая формация, то в # \ Ш  найдется такая группа А, что X =  Inform А ф 
Тогда 5 =  X V ооШ1.

Ввиду леммы 10 d =  |Х : ХП012|оо ^ 2. Если d — 0, то по лемме 8 l# : ^ПОТ2^  = 
=  1, что невозможно. Пусть d — 1. Тогда в силу леммы 17 X =  £ 2 V ооХЛ2, где £)2 ~ 
минимальная тотально насыщенная не 0?2-формация, Ш12 Q ОТ2. Если $)2 — Пь то

£  =  X V ооШ1 =  (£>2 V ооШГз) v ooCQi V « Л )  =  Sjx V ХШ2 V ooSDTi.

Снова применяя лемму 17 имеем d — 1. Противоречие. Поэтому f i2 ф Йь Следователь
но,

5  =  X  V ооЭЛ =  (Т)2 V о А )  V оо( £ i V ооШТО =  Т>1 V 2 V V ооЭЯг)

и формация $  удовлетворяет условию теоремы.
Пусть теперь d — 2. Так как X разрешимая однопорожденная тотально насы

щенная формация, то согласно лемме 14 в формации X содержится конечное число 
иг тотально насыщенных подформаций. Индукцией по т  покажем, что формация $ 
удовлетворяет условию теоремы.

Пусть £  — такая максимальная тотально насыщенная подформация формации 
X , что {£ : £  П т 2\ж =  1. Согласно лемме 17 £  =  £ 3 V ооШТз, где £>3 — минимальная 
тотально насыщенная не 0Т2-формация, ШТз С ОТ2.

Поскольку ввиду леммы 19 X — /^-приводимая формация, то в X \ £  найдется 
группа В  такая, что Зц =  l^iovm B ф X. Тогда X =  £  V ^X i. Пусть ф  — |3Ci : Xi ПОТ2^ . 
Рассуждая для формации Зц также как для X получим, что при ф  < 2 формация 5 
удовлетворяет условию теоремы. Пусть ф  — 2. Если £)3 <2 Xi, то в силу леммы 9 ф  =  3. 
Получаем противоречие. Поэтому Из С Хц Заметим также, что ЭДТ3 <2 X ,. Поскольку в 
противном случае £  =  Из V ооОХз С Х ь что противоречит максимальности формации 
£. Тогда

X =  £  V ooXi =  (Из V ооЙЯз) V ооЗц -  9ТТ3 V А .

Значит,

S =  0K V ooX = A V oo(®T3 V A )  =  X)TV00X 1 =  (Их V o A )  V A -

Так как ЗЛз <2 Х 3, то число тотально насыщенных подформаций формации X 
меньше т .  По индукции мы можем считать, что Х \  — И2 V ооПз V оо®?4, где Иг и Из -  
различные ОТ^-критические формации, а Шф С ОТ2.

Если Hi <2 Хх, то по лемме 8 \$ : ^ПОТ2^  =  3. Последнее противоречит условию. 
Следовательно, Hi С Xi. Поэтому

5  =  Ш г V ооХз =  Ш г V «.(И г V ^П з V 00Ш14) =  Иг V ^И з V «(Я Л : V ЖШ А),

т.е. формация 5 удовлетворяет условию теоремы.
Д остато ч н ость . Пусть £ — Hi V ооИг V ^ШТ, где j)i и ^  -  различные ОТ̂ ,- 

критические формации, а 9Л С ОТ2. Так как Hi ППг С 912, то в силу леммы 8 |Hi V 
V 00П2 : (Hi V ^Нг) П Я12|оо =  \д : $  П ОТ2^  =  2. Теорема доказана.

Следствие 1. П усть  5 — однопорожденная то тал ьн о  насыщенная формация. 
Тогда и только тогда  |5 : $  П ОТ2^  =  2, когда 5  =  /о<фогт(И х В  х С), причем группы 
А, В и С  удовлетворяю т следующим условиям: А и В — неизоморфные группы, вида: 
[Рх]([Р2] А )̂; где Р\ — самоцентрализуемая минимальная нормальная подгруппа груп
пы [РзЩР^Лф Р2 — самоцентрализуемая минимальная нормальная подгруппа группы. 
[Щ М, |7Vj — группа простого порядка, С  — м етан илъпотен тн ая группа.
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Для доказательства следствия 1 нам понадобятся следующие две леммы.
Лемма 20 [3, с. 94]. П усть $  — разрешимая формация. Тогда в т о м  и только  

в т о м  случае $  — минимальная то тал ьн о  локальная не УХт  -формация, когда $  =  
— /ooformG, где G  =  [Р1Ш-Р2] • ■ • ([Рт]-^) ■ ■ •) — минимальная не У1т -группа, Pi — само- 
централизуемая минимальная нормальная подгруппа в [p.]([Pj+i ] . . .  ([Pm\N ) . . . )  при 
всех i — 1, . . .  , т  и N  — группа простого порядка.

Лемма 21 [8]. П у сть  IX — некоторое конечное м н ож ество  простых чисел. То
гда для любого целого неотрицательного п любая то тал ьн о  насыщенная подформация 
из однопорождена.

Д оказательство  следствия 1. Пусть $  =  /00formG' для некоторой группы G. 
По теореме 1 тогда и только тогда 1# : #  П 9Т2|оо — 2, когда $  — -£h V 00^)2 V 
где S)i и — различные 91^-критические формации, а Ш  С ОТ2. В силу леммы 20 
fp  =  /оДогтИг (г =  1,2), где Д  группа вида [Pi]([P2]fV), Pi — самоцентрализуемая 
минимальная нормальная подгруппа группы [РД] ( [Р2] 2V), Р2 — самоцентрализуемая ми
нимальная нормальная подгруппа группы [Р2]А", | N \ — группа простого порядка. По
нятно, что А\ ф А2 и $  С 6 . Пусть п =  1(G). Тогда 5  Q ^"(Gp Поскольку Т1 С то по 
лемме 21 ШТ =  ^ form C  для некоторой метанильпотентной группы С. Таким образом, 
£ =  JooformTi V сДоДопхы^ V ooloofovmC =  Goforn^Ai х А2 х С). Следствие доказано.

Abstract The paper presents the description of totally saturated formations of a 
metanilpotent defect 2.
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