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О конечных разрешимых группах с малыми порядками кофакторов
подгрупп

С . М . Е в т у х о в а

Рассматриваются только конечные группы. Если G — группа Я, — подгруппа 
группы G, то согедН — ПдедН 9 — ядро подгруппы Я  в группе G. Ясно, что согедН 
является наибольшей нормальной подгруппой группы G , содержащейся в Я. Кроме 
того, coregG — G для любой группы G.

Кофактором подгруппы Я  группы G называется фактор-группа Н/согедН. Через 
|Х| обозначается порядок подгруппы X , через Ер* — элементарная абелева р-группа 
порядка ра. Запись М  < maxG обозначает, что М  — максимальная подгруппа группы 
G, a H-<\G обозначает, что Я  — минимальная нормальная подгруппа группы G. Другие 
обозначения и определения соответствуют [1].

Группы с различными условиями для кофакторов рассматривались рядом авторов 
( Поланд [2], Диксон, Ремтула [3], Е.Т. Огарков [4], Е.И, Хухро и др. [5]).

В частности, в работе [2] исследовались группы, все подгруппы которых имеют 
примарные циклические кофакторы. В работе [3] рассматривались разрешимые группы 
с р-нильпотентными кофакторами всех подгрупп или только максимальных подгрупп. 
В [4] изучены группы, все бипримарные. подгруппы которых имеют примарные кофак
торы, а также описаны конечные неразрешимые группы, все собственные подгруппы 
которых имеют примарные или бипримарные кофакторы. В работе [5] устанавливается 
метабелевость р-группы G, в которой \Н/согедН\ ^  р, для всех подгрупп Я  из G.

В настоящем сообщении развивается тематика подобных исследований. Доказы
вается следующая теорема.

Теорема. Пусть в конечной группе G кофакторы всех подгрупп имеют порядки, 
не превышающие числа п. Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) если п ^  11, то
(1.1) группа G разрешима и d(G/$(G)) ^  n(G) < 3;
(1.2) 1.2(G) ^  2 и lp(G) ^  1 для любого р > 2;
(1.3) холлова {3, 5, 7}'-подгруппа 2-нилъпотентна;
(1-4) холловы {5, 7}- и {7, 11 }-подгруппы нильпотентны;
(1.5) холловы {р, 11 }-подгруппы 11-замкнуты, для р & {2, 3, 5};
(1.6) холловы {3, q j-подгруппы q-замкнуты, для q € {5, 7};
(2) если п ^ 7 ,  то холлова {3, 7}'-подгруппа 2-нилъпотентна;
(3) если п < 6, то
(3.1) холлова 3'-подгруппа 2-нилъпотентна;
(3.2) фактор-группа G /F(G ) 5-замкнута;
(4) если п < 5, то d(G/$(G)) ^  71(G) ^  2 и lp(G) ^  1 для любого р G tt(G).
Здесь Ф(в) — подгруппа Фраттини группы G, F(G) — подгруппа Фиттинга группы

G, d(X),  п ( Х ) и 1Р(Х) — соответственно производная, нильпотентная и р-длина разре
шимой группы X.  Напомним, что группа называется примитивной, если она содержит 
максимальную подгруппу с единичным ядром. В примитивной группе максимальная 
подгруппа с единичным ядром назывется примитиватором.

Доказательство теоремы основано на следующих леммах.
Л емма 1. Пусть в разрешимой примитивной группе G кофакторы подгрупп име

ют порядки, не превышающие числа п. Тогда G = [ЕрТ\М, где Ер« ■ <G, М < maxG, 
cor eg М  = 1 и для группы G возможны следующие варианты:
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(1) а  = 1, М  =  1 и G =
(2) ас — 1, М  ф 1 и G = [Zp]Zni, где Zni =  М и П\ делит (р — 1), 2 ^  п7 ^  п;
(3) ас ^  2, М  ф 1 и ра~1 < п, 2 ^  |М| < п.
В частности, если в разрешимой примитивной группе G кофакторы, подгрупп 

имеют порядки, не превышающие числа п, и имеется подгруппа, порядок кофактора 
которой равен п, то возможны следующие варианты:

(4) G — [Zp]Zn и п делит (р — 1);
(5) G — [ЕР*]М, а  ^  2, ра~1 =  п и 2 ^  |М| ^  п — 1;
(6) G = [J5pa]M, а  ^  2, ра_1 < п и \М\ — п.
Доказательство. Если G — примитивная разрешимая группа, то по теореме 25.8 

из [6] получаем, что G = [N]M, где М  < maXG, corecM =  1, то есть М  — примитиватор 
группы G, а N  ■ <\G, N  — F(G) = Ер<*, N  — Cg(N), j7V| = р° для некоторого простого 
р и Ор(М) — 1.

Если а  -  1 и \М\ = 1, то G — Zv — циклическая группа простого порядка и в ней 
кофакторы подгрупп единичны.

Если а  =  1 и \М\ ф 1, то М  — циклическая подгруппа группы G порядка, делящего 
(р — 1), так как М  ~  G /N  и изоморфна подгруппе группы автоморфизмов циклической 
группы порядка р. Поэтому М  — Zni, 2 §: щ  ^  п, щ \(р — 1), порядки кофакторов всех 
подгрупп группы G не превышают числа щ  и имеется подгруппа, порядок кофактора 
которой равен щ.

Пусть а  ^  2. Тогда |М| =  щ  ^  2 и щ  ^  п. Так как собственные подгруппы 
из N  имеют единичные ядра в группе G, то I < ра~1 < п. Ясно, что у группы G 
кофакторы всех подгрупп не будут превосходить числа т  и , кроме того, в группе G 
имеется подгруппа, порядок кофактора которой равен т, где т  =  max{pa_1, щ}.

В частности, если в разрешимой примитивной группе G кофакторы подгрупп име
ют порядки, не превышающие числа п, и имеется подгруппа, порядок кофактора ко
торой равен п, то исключая из рассмотрения группы, у которых порядки кофакторов 
подгрупп не превосходят числа п — 1, и имеется подгруппа, порядок кофактора которой 
равен п — 1, получаем следующие варианты:

(4 )G = [Z p]Zn m n \(p - iy ,
(5) G = [Ерс]М, а  ^  2, ра~1 =  п и 2 ^  \М\ < п — 1;
(6) G =  [Ера]М, а  ^  2, pQ_1 < п и \М\ =  п.
Лемма доказана.
Л емм а 2. Пусть в конечной примитивной группе G кофакторы всех подгрупп 

имеют порядки, не превышающие числа п. Тогда:
(1) еслип  ^ 5 , moG £ { Zp; [ZP]Z2\ Я4; [ZP]Z3, 3|(р — 1); [E&]Z22‘t [ZP]Z2 2 , 4| ( р -  

— 1); [E&]Z3\ [Zp\Zb, 5 |(р—1)};
(2) если п £ {6, 7}, то G £ { S4; [Е2з],83; [E52]S3; [ZP]Z6, 6|(р -

- 1 ) ;  [E7i }Z22- [Е;72]5з; \E2,}Zr, [ZP]Z7, 7 |(р -1 )} ;
(3) если n £ {8, 9}, mo G £ { {E2i]Zb\ [£724]5’3; [Е3г\А\ [ЕЬ2}В\ [Е7*]С\ 

[ZP]Z23, 8 |(р -1 ) ;  [E2i)Z32\ [E72\Z32- [Zp]Z32, 9 |( p - l ) } ;
(4) если n £ {10, 11}, mo G £ { [E2,)(\Zb\Z2)- [Zp}{[Zb}Z2), 10|(p -

-1 ) ;  [В Д Я 3; [EU2\Z22- [£;112]5з; [En *]Ze-t [EU*]D; {EU2}([Z5}Z2y, [Zp]Zn , l l | ( p - l ) } .
Здесь \A\ = \B\ = \C\ =  \D\ = 8; p £ P.
Доказательство леммы 2 основано на применении леммы 1 и элементарной про

верке.
Доказательство теоремы. Пусть для группы G выполняется условие теоремы. 

Докажем пункт (1.1). Предположим, что группа G, у которой кофакторы всех подгрупп
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имеют порядки, не превосходящие числа п, не содержится в классе 6 , где 6  — класс 
всех разрешимых групп, и пусть G — группа наименьшего порядка из разности класса 
всех групп, у которых порядки кофакторов всех подгрупп не превосходят числа п, и 
класса ©.

Докажем, что G — простая группа. Воспользуемся индукцией по порядку группы 
G и предположим противоположное, то есть G — не простая группа. Тогда существует 
1 ф N  ф- G и N<iG. Нетрудно доказать что класс групп, у которых порядки кофакторов 
всех подгрупп не превосходят числа п, является наследственным гомоморфом, поэтому 
G/N  и N  есть группы, у которых порядки кофакторов подгрупп не превосходят числа 
п. Так как \G/N\ ^  |G| и \N\ ^  |G|, то G /N  и N  — разрешимые группы по индукции, 
значит, G — разрешимая группа, противоречие. Следовательно, G — простая группа. 
А так как класс групп, у которых порядки кофакторов всех подгрупп не превосходят 
числа п, — наследственный класс, то все собственные подгруппы в группе G разрешимы.

Очевидно, что если порядки кофакторов всех подгрупп группы G не превосходит 
числа п и р  — простое число, большее п, то любая р-подгруппа Р  нормальна в G, а 
так как по условию теоремы п ^  11, то каждая подгруппа группы G имеет порядок не 
больше 11, в частности n(G) С {2, 3, 5, 7, 11}.

Пусть р Е  {7, 11} и Р — неединичная силовская р-подгруппа группы G. То
гда \Р\ = р и |]Vg(P)| =  р. По теореме Бернсайда ( [1], теорема IV.2.6) группа G 
р-нильпотентна, противоречие. Следовательно, |Р | =  1 и тт(G) С {2,3,5}.

Так как 24, З3, 52 не делят порядок группы G, то |G| = 2“ ■ 3^ • 5, где а ^  3, (3 < 2.
Если (3 =  2, то силовская 3-подгруппа в группе G абелева и самонормализуема, 

поэтому но теореме Бернсайда группа G 3-нильпотентна, противоречие. Значит f3 — 1 
и \G\ — 2а ■ 3 • 5, где а  ^  3. Но теперь а = 2 и G ~  PSL{2,5), а в PSL{2, 5) имеется 
подгруппа порядка 12, противоречие.

Следовательно, допущение неверно и класс всех групп, у которых порядки кофак
торов всех подгрупп не превосходят числа 11, состоит из разрешимых групп.

Докажем вторую часть пункта (1.1). Из леммы 2 следует, что если G — разрешимая 
примитивная группа, у которой порядки кофакторов всех подгрупп не превосходит 
числа 11, то G С 2l2 U 21(21з212 П Я) U 2l2l| U 21(215212 П Я). Здесь 21, 11 — формации всех 
абелевых и сверхразрешимых групп, а $)р — класс всех р-групп из S) ( смотри [б]).

Пусть ^  ~  наименьшая насыщенная формация, содержащая 2l2 U 21(21з212 П it) U 
U 21212 U П Я) и содержащаяся в 01212.

Предположим, что G — группа наименьшего порядка, у которой порядки кофак
торов всех подгрупп не превосходят числа 11 и которая не принадлежит

Ясно, что если TV* < G, i = 1, 2, то порядки кофакторов всех подгрупп фактор
группы G/Ni не превосходят числа 11, так как класс групп, у которых порядки кофак
торов всех подгрупп не превосходит числа 11, является наследственным гомоморфом. 
Поскольку \G/Ni\ < |G|, то G/Ni Е  #. Значит, G/Ni  П Дг2 Е #  и можно считать, что в 
группе G единственная минимальная нормальная подгруппа.

Рассмотрим подгруппу Фраттини группы G. Если Ф((7) ф 1, то у фактор-группы 
G/й>(G) порядки кофакторов всех подгрупп не превосходит числа 11 и G/<3?(G) Е а 
так как $  — насыщенная формация, то G 6 противоречие. Значит, <&(G) = 1.

Так как в группе G единственная минимальная нормальная подгруппа, то F(G)-<G 
и G — примитивная группа. Следовательно, исходя из леммы 2, G Е  212 и21(213212 n il) U 
и Ж 22 U 21(215212 П Я). Так как 2l2 U 21(213212 П Я) U Ш% U 2t(2l52t2 П Я) с  ^  С Ш 2, то 
G е 91212.

Поскольку G Е  01212, то n(G) ^  3, следовательно, G/Ф(G) Е  213 и d(G/Ф(С)) ^  3.
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Таким образом, пункт (1.1) доказан.
Докажем пункт (1.2). Так как р-длина разрешимой группы равна р-длине соответ

ствующей примитивной группы, а любая группа, у которой порядки кофакторов всех 
подгрупп не превосходит числа 11, является разрешимой, то просмотрев все примитив
ные группы, записанные в лемме 2, получаем, что h(G)  ^  2 и lP(G) ^  1 для любого 
р > 2, и пункт (1.2) доказан.

Так как доказательства пунктов (1.3) — (1.G), (2) и (3.1) однотипны, то для крат
кости изложения приведём только доказательство пункта (3.1).

Пусть в конечной группе G кофакторы всех подгрупп имеют порядки, не превы
шающие б. Предположим, что холлова З'-подгруппа Я  группы G не 2-нильпотентна. 
Тохща в группе Я  существует подгруппа Шмидта S<2)?)> по лемме 1.5 из [7], р € Р. В 
силу леммы 1.1(3) из [7] получаем 5<2,Р> /Я  = А, где К  — Z (SK2 ,р>). |А| = 2тр, 2т = 
= 1(р), ш € N.

Так как Я  — холлова З'-подгруппа , то р > 3. При р — 5 имеем 24 =  1(5), но 
23 > 6. При р > 7 силовская р-подгруипа из А  имеет кофактор порядка р > 6. Противо
речие. Следовательно, холлова З'-подгруппа Я группы G 2-нильпотентна, и пункт (3.1) 
доказан.

Докажем пункт (3.2). Рассмотрим произвольную группу G, у которой кофакторы 
всех подгрупп имеют порядки, не превышающие 6. Для любого р > 6 все силовские р- 
подгруппы нормальны в G. В частности, G {2,3,5}' <■ G, <3{2,з,5}' абелева и С7{2,з,5}' Я F(G ).

Рассмотрим группу G с tt(G) С {2, 3, 5}. Предположим, что группа G не 5- 
замкнута. Тогда не 5-замкнута {р, 5}-холлова подгруппа Я  для некоторого р € {2, 3}. 
Теперь Я  не р-нильпотентна и в ней существует подгруппа Шмидта S < p ,5>, Р € {2, 3}. 
Но |<5'<2,5>/Ф(‘5'<2,5>)| = 24-5 и у группы S<2,5 > существует подгруппа, кофактор которой 
имеет порядок 23 > 6, противоречие. Аналогично |5<з15>/Ф(5,<з>5>)| =  З4 • 5 и у группы 
S<з,5 > существует подгруппа, кофактор которой имеет порядок З3 > 6, противоречие.

Значит группа G, у которой кофакторы всех подгрупп имеют порядки, не превы
шающие 6, 7r(G) С {2, 3, 5}, 5-замкнута и пункт (3.2) доказан.

Доказательство пункта (4) проводится аналогично доказательству второй части 
пункта (1.1) и пункта (1.2) с заменой 91212 на 9151.

Теорема доказана.

Abstract. Let G be a finite group such that \H/ corecH\ < 11 for every its subgroup Я. It 
is proved that G is a soluble group of nilpotent length < 3.
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