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О конечных группах с условием плотности для обобщенно субнормальных
подгрупп

А . Э . Ш м и г и р е в

Все рассматриваемые группы конечны. В статье используются обозначения и тер­
минология из [4, 6]. Через Gp> будем обозначать р'-холлову подгруппу группы G.

В работе [1] дано описание групп с плотной системой субнормальных подгрупп, т.е. 
групп, удовлетворяющих следующему условию: для любых двух различных подгрупп 
Н  и К  группы G, из которых первая содержится во второй и не максимальна в ней, 
в группе G существует такая субнормальная подгруппа N, что Я  С N  С К  (задача 
С.Н.Черникова). Эти группы разрешимы. Поэтому класс групп с плотной системой 
субнормальных подгрупп в точности совпадает с классом групп с плотной системой 
Щ-субнормальных подгрупп, где 94 — формация всех нильпотентных групп.

Более общая задача изучения конечных групп с плотной системой 5- 
субнормальных подгрупп, где #  — локальная формация, поставлена в 1984 г. 
Л.А.Шеметковым.

Определение. Пусть $  — непустая формация. Группа G называется группой с 
плотной системой ^-субнормальных подгрупп, если для любых двух различных под­
групп Я  и Я  группы G, из которых первая содержится во второй и не максимальна в 
ней, в группе G существует такая ^-субнормальная подгруппа N, что Я С N  С К.

В настоящей работе рассматривается случай, когда G — группа с плотной систе­
мой ^-субнормальных подгрупп, где ■$ — произвольная насыщенная S'-замкнутая фор­
мация (/з-дисперсивных групп, либо произвольная насыщенная S-замкнутая формация 
сверхразрешимых групп.

При доказательстве основной теоремы используются следующие результаты:
Теорема 1 ([5]; см. также [6], теорема 15.10). Пусть $ — насыщенная формация, G 

— группа, у которой $ -корадикал G5 нилъпотентен. Пусть Я  и М — такие подгруппы 
из G, что Я  £ д, Я  С М  и HF(G) = G. Если Я  субнормальна в М, то М  £ $ .

Теорема 2 (см. [3, 7]). (1) Пусть $  — непустая насыщенная формация, G —- 
группа с разрешимым $ -корадикалом (Я. Если каждая, -б-абнормалъная максимальная 
подгруппа из G принадлежит ■$, то Gs — р-группа для некоторого простого р. Если 
же каждая абнормальная максимальная подгруппа любой $ -абнормальной макси­
мальной подгруппы группы G принадлежит 3", то |л((?у)| < 2.

(2) Если G —группа Шмидта с нормальной абелевой силовской р-подгруппой Р ф 
Ф 1, то Р элементарна.

Теорема 3 (см. [8, 9]). При заданных р, a, q существует единственная группа 
Шмидта G0 максимального порядка paqt3°, где /30 = Ъ при 6 = 1  (mod 2), /30 =  §b при 
6 =  0 (mod 2), 6 — порядок q по модулю р. Все остальные группы Шмидта поряд­
ка вида paq'3 изоморфны факторгруппам группы Go по ее центральным нормальным 
подгруппам.

Теорема 4 (см. [10], с. 350). Пусть G — группа операторов абелевой группы V, 
причем ( |Н  |G|) =  1. Тогда V = [V, G\ х CV(G).

Теорема 5 (Гашюц [11]). Пусть К  — нормальная абелева подгруппа группы G. 
Если для любого простого р подгруппа Gp П К  дополняема в Gp, то К  дополняема в G.
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Л ем м а 1. Пусть 5 — непустая S -замкнутая насыщенная формация. Н — под­
группа группы G. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) II* С G*;
2) если Н $ -субнормальна в G, то Н  П N $ -субнормальна в N , где N  — произ­

вольная подгруппа из G;
3) если Н $ -субнормальна в G и К  <G , то Н К $ -субнормальна в G;
4) если Я $-субнормальна в G и $  является подформацией формации S), то Н 

9j-субнормальна в G.
Следующая лемма отмечалась в работе [2], ее доказательство осуществляется пря­

мой проверкой.
Л ем м а 2. Пусть $  — непустая S -замкнутая насыщенная формация. Если мно­

жество всех $ -субнормальных подгрупп плотно в группе G, то справедливы следую­
щие утверждения:

1) если К  < G, то в G/К  множество всех субнормальных подгрупп плотно;
2) если М  — подгруппа из G, то множество всех $ -субнормальных подгрупп из 

М  является плотным в М.
Л ем м а 3. Пусть $  — непустая S -замкнутая насыщенная формация. Если Н — 

$ -субнормальная подгруппа группы G, то ж(G : Н) С 7г(^).
Д оказательство. По определению, существует цепь G = Go Э G\ D .. .  D Gt — 

— Н такая, что Gi является нормальной максимальной подгруппой в G'j_i при любом 
г > 1. Таким образом, G, Э Gf_} и потому

7r(G;-i : G^ С тг(^_а : Gf_j) С тг(£)

для каждого г > 1. Следовательно, ж(G : Н) С ж($).
Л ем м а 4. Пусть $  — непустая S -замкнутая насыщенная формация, G — груп­

па, у которой множество всех ее $ -субнормальных подгрупп плотно. Справедливы 
следующие утверждения:

1) если Н —■ $-абнормальная максимальная подгруппа группы G, то либо Н 6 $, 
либо каждая $-абнормальная максимальная подгруппа из Н принадлежит $;

2) если М  С  Н С G и Н £ $, то М  либо максимальна в Н, либо $ -субнормальна
в G.

Д оказательство. Докажем сначала 1). Пусть Н — #-абнормальная максималь­
ная подгруппа, не принадлежащая Допустим, что Я  обладает З'-абнормальной мак­
симальной подгруппой Н\, не принадлежащей Тогда в Н{ имеется ^-абнормальная 
максимальная подгруппа Я2. По условию, в G найдется такая ^-субнормальная под­
группа N, что Я2 С N  С Я. Ясно, что N  ф Я. По лемме 1, Я]* С Н* С G*. Так 
как N  ^-субнормальна, то она содержится в ^-нормальной максимальной подгруппе, и 
поэтому NG* ф G. Значит, Н2С* ф G. Последнее противоречит следующему:

H2G* = H2HfG* =  Я, G* =  HiH^Gs = НС* =  G.

Докажем 2). Пусть М с Я с б и Я е у .  Допустим, что М  не максимальна в 
Я. По условию, в G найдется такая ^-субнормальная подгруппа N, что М  С N С Я. 
Так как $  S'-замкнута, то N е $ .  Поэтому М  ^-субнормальна в N. Теперь ясно, что М  
^-субнормальна в G. Лемма доказана.

Л ем м а 5. Пусть $  — непустая S -замкнутая насыщенная формация разрешимых 
групп, G — группа с плотной системой $  -субнормальных подгрупп, не принадлежащая 
формации $. Тогда G разрешима.

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



132 А.Э.Шмигирев

Д оказательство. Пусть G — группа минимального порядка, для которой лемма 
не верна.

Предположим, что Gs = G. Тогда каждая максимальная подгруппа группы G бу­
дет ^-абнормальной в G. Пусть Я  некоторая неединичная силовская подгруппа группы 
G. Если предположить, что в Я  существует вторая максимальная подгруппа, то по 
условию найдется ^-субнормальная в G подгруппа N  такая, что Н Э N  Э 1. Отсюда 
следует, что Gs  С G. Противоречие. Следовательно, |Я | — простое число. Получили, 
что каждая неединичная силовская подгруппа Я  из G имеет простой порядок и, значит, 
G разрешима, что противоречит нашему предположению.

Таким образом, Gf  С G и G5 /  1. Если Gs G S, то Gs — разрешимая группа по 
условию. Если же Gs  0  S, то С'г? разрешим по индукции. Из того, что G /G s G S следует, 
что G разрешима. Лемма доказана.

В дальнейшем через ip будем обозначать некоторое фиксированное линейное упо­
рядочение множества всех простых чисел.

Л ем м а 6. Пусть S — некоторая насыщенная S -замкнутая формация ip- 
дисперсивных групп, G — группа с плотной системой S -субнормальных подгрупп, не 
принадлежащая S, у которой все $-абнормалъные подгруппы принадлежат S- Тогда 
справедливо одно из следующих утверждений:

1) G =  Gp \  Gq — группа Шмидта.
2) G — G * \  (Gq X G**), где G* — минимальная нормальная подгруппа из G, 

G**Gq G S> G** — р, Gq — циклическая группа и выполняется соотношение qipp.
3) G — GP\ G P>, где Gp — минимальная нормальная подгруппа группы G, Gp> G S 

и \ir(Gp>)\ < 2.
Д оказательство. Так как р — формация разрешимых групп, то по лемме 4 G — 

разрешимая группа. Ввиду того, что в G все S-абнормальные максимальные подгруппы 
принадлежат S, по теореме 2 получаем, что Gs — р-группа для некоторого простого 
числа р. Пусть Я  — некоторая S-абнормальная максимальная подгруппа группы С,. 
Так как HGS — G, то Я  содержит некоторую холловскую подгруппу Gy. Если Я =  
=  Gp>, то Gs  — Gp — минимальная нормальная подгруппа группы G. Пусть Gpt с  
С Я. Покажем, что Gy максимальна в Я. Предположим противное. Тогда согласно 
лемме 4 Gpi S-субнормальна в G. Если для любого простого числа q е  k(G), q ф р, 
выполняется условие ppq, то Gp < G. Применяя теорему 1, получаем, что GP'GP = G G 
G S- Противоречие. Пусть л — множество всех простых делителей порядка группы G 
таких, что для любого q G л, выполняется условие qpp. Ясно, что л не пусто. Ввиду 
разрешимости группы G в Gp> существует подгруппа Gn. Так как Я  G S, то G^ < Я. 
Подгруппа Gn не максимальна в Я, в противном случае Gn э  Gp>. Поэтому согласно 
лемме 4 6G S-субнормальна в G. Применяя лемму 1 и теорему 1, получаем К  = GnGs G 
G S- Отсюда следует, что Gn < К  и, значит, G'ff < G. По индукции подгруппа Gy/G n 
максимальна в H/Gn, а поэтому 6G максимальна в Я. Противоречие. Итак, имеем Я  = 
=  G**GPц где \G**\ =  ра. Очевидно, что подгруппа Gs либо совпадает с силовской 
р-подгруппой, либо |Gp : G^\ =  ра.

Предположим вначале, что Gs — Gp. Тогда любая S-нормальная максимальная 
подгруппа М  из G имеет вид М  = Gp \  (М Р\ Gy) согласно тождеству Дедекинда. Так 
как Мр> не максимальна в Я, то по лемме 4 Мр> S-субнормальна в G, а значит, и в 
М. Применяя теорему 1, получаем М  G S- Итак, в группе G и все S-субнормальные 
максимальные подгруппы принадлежат S, поэтому G — группа Шмидта и выполняется 
утверждение 1).

Пусть теперь Gs  С Gp. Тогда G^ =  G*p — минимальная нормальная подгруппа в G
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и G — G * \  G**GP>. По доказанному Gy не ^-субнормальна в G. Рассмотрим подгруппу 
М  =  G*p \ G p>. Так как (jG,y|, |Gy|) -= 1. то Gy содержится в некоторой ^-абнормальной 
максимальной подгруппе Mi группы М. Любая подгруппа L из Gy не максимальна в 
G**Gpi, поэтому по лемме 4 L ^-субнормальна в G, а значит, ив  М. Если Gy = Mi, то по 
теореме 1 М  — минимальная не (р-дисперсивная группа и, значит, j7r(Gy)| =  1. Так как 
Gp! — максимальная подгруппа в М, то G* — минимальная нормальная подгруппа и, 
значит, М  — группа Миллера-Морено. Следовательно, Gq — циклическая. Пусть Mi = 
— Р \  Gp Тогда Р < М. Так как G* — элементарная абелева группа и G* — силовская 
подгруппа группы М, то по теореме Машке имеем G* = Р  х Р\ и Pi < М. Рассмотрим 
подгруппу М2 =  Gp' Р \. Если Pi не является минимальной нормальной подгруппой в М2, 
то в М2 существует минимальная нормальная подгруппа Р2 С Pi. Так как G* — абелева 
группа, то Р2 < М2. Отсюда получаем, что М\Р2 ф М  и Mi Г) Р2 =  1. Противоречие. 
Значит, Pi — минимальная нормальная подгруппа группы М2. Применяя теорему 1, 
получаем, что М2 — минимальная не <у-дисперсивная группа. Так как упорядочение <р 
фиксированное, то М2 — группа Миллер а-Морено и Gp> — Gq — циклическая группа. 
Предположим теперь, что рщ . Тогда G** < G**Gq, Gp < G и G G Противоречие. 
Следовательно qipp. Так как Hq максимальна в Я и Hq <  Н, то | Н** | — р и выполняется 
утверждение 2).

Пусть G =  GpXGp.  Покажем, что |7r(Gy)| < 2. Если в Gp> все подгруппы ^-субнор­
мальны в G, то по теореме 1 G — минимальная не <р-дисперсивная группа и | я-(Gy )| =  1. 
Рассмотрим теперь случай, когда в Gp> существует максимальная подгруппа К,  не $- 
субнормальная в G. Тогда, ввиду леммы 4, любая подгруппа из К  ^-субнормальна в 
G. Рассмотрим подгруппу М  — GPK  =  Gp X Мр>. Так же, как и в случае, когда G,? С 
С Gp, можно показать, что \тт(Мр')\ — 1. Из разрешимости группы Ср> и того, что М' 
максимальна в Gy, следует |7г(Су)| < 2, и утверждение 3) доказано. Лемма доказана.

Л ем м а 7. Пусть $  ~  некоторая насыщенная S -замкнутая формация <р- 
дисперсивных групп, G — группа с плотной системой $ -субнормальных подгрупп, не 
принадлежащая Тогда любая У-абнормалъная максимальная подгруппа группы G 
либо (р-дисперсиена, либо является минимальной не р-дисперсивной группой, у кото­
рой нормальная силовская подгруппа является минимальной нормальной подгруппой.

Д оказательство. Пусть G — группа минимального порядка, для которой лемма 
не верна. Тогда в G существует ^-абнормальная подгруппа Я, не являющаяся у-диспер- 
сивной или минимальной не <р-дисперсивной группой. Применяя леммы 4 и 6, получаем, 
что Я  — группа вида 1) -  3) из леммы 1.

1. Пусть Я  =  Нр X Hq — группа вида 1) из леммы 6. Тогда Hq не максимальна в 
Я. По условию в G существует ^-субнормальная подгруппа N  такая, что Hq С N  С Я. 
Ясно, что N  ф Я. Поэтому N  € Отсюда следует, что Яу ^-субнормальна в G, а, 
значит, и в Я. Ввиду теоремы 1 Я  е Противоречие.

2. Пусть Я  =  Я* X Н**НЧ — группа вида 2) из леммы 6. Тогда Я, не S’- 
субнормальна в Я , а значит, и в G. Если Hq не максимальна в Nc{Hq), то по условию 
в G существует ^-субнормальная подгруппа N  такая, что Hq С N  С NG(Hq). Так как 
Hq < N  и N  разрешима, то Hq ^-субнормальна в Я, а значит, и в G. Противоречие.

Предположим, что Я** С Gs. Так как подгруппа Hq не максимальна в Я, то по 
условию в G существует ^-субнормальная подгруппа N  такая, что Нд С N  С Я. Отсюда 
получаем, что HqG^ С JVG'3’ ф G. Учитывая, что Н* С G^, имеем HqGd — HgH*H**Gs  =  
= IIG* — G. Противоречие. Значит, Я** ф Gs . Так как H**HqG$ =  G и HqG% ф G, 
то подгруппа М — HqGs  является ^-нормальной максимальной в G и АЯЯ — М. Из 
леммы 1 получаем, что N  ^-субнормальна в М. Из последнего следует, что ЛЯ с
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С Gs . Подгруппа Hq самонормализуема в М, в противном случае Hq не максимальна в 
NG(Hq).

Предположим, что |G : Я | =  ра. Тогда |тг(С')| =  2 и Я, =  Gq. Учитывая, что Нд — 
циклическая группа, самонормализуемая в М, получаем М — Мр X Нд. Так как Мр С 
С (7г и G/Mp — НМР/М Р =  Hp*HqMp/Mp € 3, то Мр = GX Подгруппа Нч содержится в 
некоторой 3-абнормальной максимальной подгруппе L группы М. Если L е $, то либо 
Hq =  L и М5 =  Gs, либо, ввиду qipp имеем L — Hq X Р  и Hq не самонормализуема в 
М. Следовательно, L Lp X Hq и по индукции L — группа Миллера-Морено. Тогда 
Ьр С М? и М5 = GA Противоречие.

Итак, |G : # |  — г“ и г /  р. Если г — q, то Iiq не максимальна в Nc (Hq). Ввиду 
теоремы 2, ^ (G 3)! =  2 и, значит, G3 =  GrG*p. Пусть Л — минимальная нормальная 
подгруппа группы G, содержащаяся в 6'У Тогда либо R — Gr, либо R =  Н*. Если H*<G, 
то (G/Я*)3 — r -группа. Значит, Gr <3 G, Рассмотрим подгруппу М  — HqGs — HqH*Gr. 
Тогда М — Mq' X Mq. Так как G3 =  GTG* = Mq> и по доказанному М3 с  G3, то 
М3 С Mg'. Так как M /G T ф 3, то Gr 2 G3 и существует 3-абнормальная максимальная 
подгруппа Mi группы М, содержащая HqGr. По индукции Мг либо бипримарная группа 
Миллера-Морено, либо Mi G 3- Если //9Gr. С Mi, то |-7r(Mi)| 3 и значит, Mi G 3- Так
как Hq не максимальна в Mi, то по лемме 4 Hq ^-субнормальна в G. Противоречие 
Значит, Mi = HqGr. Если Mi е 3- то учитывая, что Нч самонормализуема в М, имеем 
Mi = Hq A Gr и выполняется соотношение r<pg. Рассмотрим группу HqH**Gr — М2. 
Здесь G,. <| М2, GrHq < М2 и выполняется соотношение ripqpp. Значит, М2 G Так как 
Я, не максимальна в М2, то по лемме 4 Нч ^-субнормальна в G. Тогда Mi = Hq X Gr — 
группа Миллера-Морено. Отсюда следует, что Gr С М3 и М3 =  GrH*. Противоречие.

3. Пусть Я  =  Нр X Нр> — группа вида 3) из леммы 6. Тогда Я® Яр — ми­
нимальная нормальная подгруппа в Я. Если каждая максимальная подгруппа из Нг 
^-субнормальна в Я, то Я  — минимальная не ^-группа. Значит, в Я 2 найдется макси­
мальная подгруппа К,  не ^-субнормальная в Я. Очевидно, что (|Я^|, \К\) = 1. Рассмо­
трим подгруппу L = Я® X К. Подгруппа К  содержится в некоторой 3-абнормальной 
максимальной подгруппе Ь\ из L. Так как L\ не максимальна в Я, то по условию в G 
существует ^-субнормальная подгруппа N  такая, что Я  С N  С Я. Так как N D К  
к N  D Я 3, то N — L. Рассмотрим подгруппу М  = KG3 Подгруппа Я  содержится в 
некоторой 3-абнормальной максимальной подгруппе М| из М. По индукции Mi либо 
принадлежит 3, либо является минимальной не 3-группой. Ясно, что К  — максималь­
ная в Mi подгруппа. В противном случае по условию найдется ^-субнормальная в G 
подгруппа А такая, что Я  С Я С Mi, и следовательно, К  ^-субнормальна в G.

3.1. |G : Я | =  р“ . Тогда Нр < G. По доказанному выше L ^-субнормальна в G и 
L =  Я Я 3 С К G3. Тогда ЯМ® С LM3 Ф М. Покажем, что KGP — М. Действительно, 
если KGP С М, то из того, что Я С Мр> С G7/6 следует, что Я  не максимальна в Gp>. 
Противоречие. Так как Gp С М и KGP — М, то Gp <2 А/5. Покажем, что Нр дополняема 
в М. Если НрПMi ф 1, то из того, что Я  максимальна в Mi, следует, что К(НРГ\ Мф = 
=  Mi. С другой стороны, так как Mi максимальна в М, то либо М\НР — М}, либо 
MiЯр =  М. Из того, что Нр С Gp, следует М\НР =  Mi. Получили, что Нр с  Мх. 
Тогда К  (Mi П Яр) =  Я  Яр = АД — 3-абнормальная максимальная в М подгруппа. Это 
противоречит тому, что L = КНр ^-субнормальна в G. Следовательно, Mi П Яр =  1 и 
Mi Яр =  А/. Так как Нр — абелева, то по теореме 5 Яр имеет дополнение S  ь G. Так 
как Я  не максимальна в А, то по условию найдется ^-субнормальная в G подгруппа Ai 
такая, что Я С Arj С ,5'. Из того, что Я Я ' С NiSs С Я С 3 и ЯЯ* П Яр =  1, следует, что 
Я 1 С Mi. Так как Mi — 3-абнормальная максимальная подгруппа в G, то Ai ф Mi.
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Это значит, что N\ G $  и К  J -субнормальна в G. Противоречие.
3.2 \G : Н\ = qa. Тогда Нр =  Gp — силовская р-подгруппа группы G. Рассмо­

трим р'-холлову подгруппу Gv> группы G, содержащую Нр>. Так как Нр С Gff, то Gp' 
содержится в некоторой З'-абнормальной максимальной подгруппе R  группы G. Если 
р € 7г( /?,), то Нр/ входит в ^  и не максимальна в R. Тогда К  будет ^-субнормальна в G. 
Значит, Gp/ = R  максимальна в G. Ввиду теоремы 2 Gy — (/-группа. Если q € ж(Нр/), то 
согласно доказанному выше, лемма верна. Значит, Gq =  Gy — минимальная нормаль­
ная подгруппа в Gp'. Подгруппа KG q максимальна в Gp/. Подгруппа К  содержится 
в некоторой J -абнормальной максимальной подгруппе S  группы KG q. Так как S  не 
максимальна в Gy, то по условию найдется ^-субнормальная в G подгруппа Лу такая, 
что S  С 7V] С Gy. Так как KGq С N\Gq с  Gy, то N1Gq = KGq. Тогда N} С KGq и 
подгруппа KG q будет содержаться в подгруппе М\ группы М. Если Ад ф М\, то К  
^-субнормальна в G. Если же A'i =  Mi, то получаем противоречие с тем, что Mi — 
5-абнормальная максимальная подгруппа группы М. Лемма доказана.

Теорема 6. Пусть #  — непустая S -замкнутая насыщенная <р-дисперсивная фор­
мация, G — группа, в которой множество всех $ -субнормальных подгрупп плотно, 
7r(G) <2 7г(Зг). Тогда G — группа одного из следующих типов:

1) тr(G) =  {pi,q}, |G| =  pig, q ф тг(5);
2) 7r(G) =  {pi,g}, |G| =  pig2, GPI максимальна в G, pi G к{3), Я Ф
3) тr(G) =  {g}, |G| < g2, g ф тг(£).
Д оказательство. По лемме 5, G разрешима. Так как 7r(G) <2 тг(Зг), то ясно, что 

G? ф 1. Положим 7г =  ж($) и рассмотрим холлову 7г-подгруппу Gn группы G. Если 
единичная подгруппа не является максимальной в G*-, то существует ^-субнормальная 
в G подгруппа N  такая, что 1 С 7V С Gn. По лемме 3, 7r(G : N) С х и, значит, G — 
7г-группа. Получили противоречие. Таким образом, jGV) равен либо 1, либо является 
простым числом.

Рассмотрим теперь холлову тг'-гюдгруппу G,х> группы G. Пусть Н — нормальная 
максимальная подгруппа из Gn>. Пусть g =  | G-/ : Н  |, g е  7г'. Если 1 не максимальна 
в Н, то между 1 и Я  можно вставить ^-субнормальную подгруппу, индекс которой по 
лемме 3 является 7г-числом. Понятно, что этот индекс делится на g G гг'. Получаем 
противоречие. Значит, |GV | равен либо квадрату простого числа, либо простому числу, 
либо произведению двух различных простых чисел.

Если |GW| — 1, то ясно, что G либо типа 1), либо типа 3). Пусть |GT| = р\ —
простое число. Если \G^\ — простое число, то G -- группа типа 1). Пусть \Gn/\ = ggi,
где g, gi — простые числа. Предположим, что в G существует подгруппа Т  порядка pi д. 
Так как 1 не максимальна в Т, то между 1 и Т  существует по условию ^-субнормальная 
подгруппа, индекс которой по лемме 3 является 7г-числом. Но этот индекс делится и 
на gi £ 7г'. Остается принять, что Gp — максимальная подгруппа группы G. Но тогда
q — gi и G — группа типа 2). Теорема доказана.

Теорема 7. Пусть #  — некоторая S -замкнутая насыщенная формация <р- 
дисперсивных групп, G — не <р-дисперсивная группа с плотной системой $ -субнор­
мальных подгрупп, 7r(G) С 7г(5). Тогда G — группа одного из следующих типов:

1) G — {р, q}-zpynna Шмидта, ppq, jФ(Ĝ ,) j < р;
2) G — Gp\ G g, ppq, Gg нециклическая, Gp =  G'? минимальная нормальная под­

группа в G, Ca(Gp) является нилъпотентной максимальной подгруппой в G, а любая 
другая максимальная подгруппа из G, содержащая Gp, является группой Миллера- 
Морено;

3) 7r(G) =  {p,q}, G — Gp X Gq, ppq, Gp = G^, Gq =  NG(Gq), в G имеется нилъ-
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потентная $ -нормальная максимальная подгруппа, а также $-абнормалъная макси­
мальная подгруппа, являющаяся группой Миллера-Морено.

4) k (G) = {p,q}, рщ , G = Pi X (Gq X Р2), где р и q — различные простые чис­
ла, Р\Р2 — Gp, \Р2\ =  р, Ф(СЧ) < 3  G, Gq циклическая, Рг — минимальная нормаль­
ная подгруппа в G, имеется точно три класса сопряженных максимальных подгрупп, 
представителями которых являются P\Gq, P2Gq и GpQ(Gq);

5) 7г (С) =  {р, q}, ppg, Gs — Gp — минимальная нормальная подгруппа в G, Gq яв­
ляется циклической максимальной подгруппой в G, Gp<$>(Gq) — либо группа Миллера- 
Морено, либо группа типа 3), Ф(б') = Ф(Ф(С?д)) и С/Ф(С) — группа Фробениуса;

6) 7г(С?) — {р, q,r}, ptpq, pipr, и если Gp, Gq, GT ~  силовская база группы G, то 
GPGT < G, Ф(Gq) < 3  G, одна из подгрупп Gp, Gr нормальна в G, Gq максимальна в 
GqGr, имеется точно три класса максимальных сопряженных подгрупп в G, пред­
ставителями которых являются GpGq = Gp X Gq — группа Миллера-Морено, GqGr и 
GpG M G q);

7) k (G) — {р, g, г), ppqpr, где р, q, г — различные простые числа, G — Gp \  
X (Gr X Gq) — группа порядка paqr, не являющаяся группой Фробениуса и имеющая 
точно три класса сопряженных максимальных подгрупп, представителями которых 
являются: GPGT — либо группа Миллера-Морено, либо группа типа 3), GpGq — группа 
типа 4), GrGq;

8) 7r(G) -- {p,q,r}, ppq, pipr, где p, q ,r  — различные простые числа, G — Gp\ ( G Tx 
x Gq) — группа порядка paqr, имеющая точно три класса сопряженных максималь­
ных подгрупп, представителями которых являются: GPGT — либо группа Миллера- 
Морено, либо группа типа 3), GpGq — либо группа Миллера-Морено, либо группа типа 
3), GrGq.

9) 7г(G) = {p,q,r}, rippipq, где р, q, г — различные простые числа, G — г- 
нильпотентна, |Gr | =  г, G^ — Gp, в G существуют точно три класса сопряженных 
максимальных подгрупп, представителями которых являются GpGq — либо группа 
Шмидта, либо группа типа 3) из данной теоремы, GrGq € $, GrGpQ G $, где Q — 
максимальная подгруппа из Gq.

Д оказательство. Пусть G не р-дисперс,ивна. По лемме 5 группа G разрешима. 
Применяя леммы 6 и 7, получаем, что |7г(С)| < 3. Доказательство разобьем на два 
случая: |7 г (6 ') | =  2 и |7г(С?)| =  3.

Случай 1. tt(G) =  {р, q}. Ясно, что группа G в этом случае будет р-дисперсивна 
тогда и только тогда, когда она будет р-нильпотентна, где р является ^-минимальным 
простым делителем порядка группы G..

Случай 1.1. Допустим, что G обладает не р-дисперсивной J -абнормальной мак­
симальной подгруппой Я. По лемме 7, Я  — бипримарная группа Миллера-Морено. 
Заметим еще, что Я  =  Нр X Hq, где Нр — — минимальная нормальная подгруп­
па в Я. Тогда |G : Я | есть степень либо простого р, либо q. Пусть \G : Я | = д'3. 
Пусть Gq —силовская g-подгруппа из G, содержащая Hq. Если Hq не максимальна в 
Gq, то Hq С N  С Gq, где N  — некоторая ^-субнормальная в G подгруппа. Тогда Hq 
^-субнормальна в G, а значит, и в  Я  (напомним, что из тг (G) С тг($) следует, что Gq G 
G 5)- Но тогда по теореме 1, Я  е J , противоречие. Значит, \Gq : Hq\ =  g и GsGq = G. 
Пусть L — максимальная подгруппа из G, содержащая Gq. Так как L З'-абнормальна, 
то, по лемме 7, L либо р-дисперсивна, либо является группой Миллера-Морено. Но 
Яр — минимальная нормальная подгруппа в Я, поэтому ясно, что L не может быть 
p-замкнутой группой. Таким образом, L р-нильпотентна. Если L ф Gq, то из L D Gq D 
Э Hq и из условия вытекает, что существует ^-субнормальная в G подгруппа N  такая,
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что L Э N  D Нд. Так как L ф G, то NG& ф G, что противоречит равенству GqGу = 
=  G. Итак, мы должны рассмотреть только случай L — Gq. Подгруппа Hq является 
циклической и максимальна в Gq. Поэтому очевидно, что максимальная подгруппа Q 
из Нд нормальна в G. Пусть S/Q — минимальная нормальная подгруппа в G/Q. Так 
как HpQ/Q — минимальная нормальная подгруппа в H/Q,  то S/Q  — g-группа, не вхо­
дящая в H/Q, а значит, \S/Q\ =  д. Так как Gq/Q  максимальна и не нормальна в G/Q, то 
Cg/q(S/Q) = G/Q. Ясно теперь, что HPQ/Q  < G/Q, а значит, HPQ нормальна в G. Та­
ким образом, получается, что Gs  С HPQ, что противоречит равенству G = HGS. Итак, 
теперь надо рассмотреть случай | G : Н | =  ра, т.е. Нд — силовская g-подгруппа в G, а НР
— минимальная нормальная подгруппа в G. Допустим, что силовская р-подгруппа Р  из 
NG{Hq) не равна 1. Так как Р % Нр, то HpNG(Hq) =  G. Тогда G/Hp р-нильпотентна, а 
значит, силовская р-подгруппа из Gs содержится в Нр. Но это противоречит равенству 
G = HGS. Итак, Hq — Gq — No{Gq). По теореме Бернсайда, G g-нильпотентна и, значит, 
Gs — силовская р-подгруппа в G. Максимальная подгруппа Q из Hq не максимальна 
в Я, поэтому Q С N  С Я  для некоторой ^-субнормальной в G подгруппы N. Так как 
N — абелева 7г(S')-группа, то N  е $. Значит, Q оказывается S-субнормальной в G. По 
теореме 1, QGP € S- Мы получаем, что G — группа типа 3).

Случай 1.2. Теперь будем полагать, что каждая S-абнормальная максимальная 
подгруппа группы G р-дисперсивна. Тогда G — группа одного из типов 1)-3) леммы 
6. Если G — группа типа 1), то доказывать нечего. Пусть G — группа типа 2), т.е. 
тг(G) — {р, g}, G = Р] X (Gq X Р2), где РуР2 =  Gp, \Р2\ =  р, <p(Gq) < G, Gq циклическая, 
a Pi — минимальная нормальная подгруппа в G. Заметим, что G д-сверхразрешима. 
Пусть М  — максимальная подгруппа группы G. Если М  содержит Gq и не содержит 
Р], то М  = N0 (Gq). Если М  содержит Gq и Рь  то М  — P\Gxq. А если М  содержит 
Gp, то \G : М\ =  g и М  — Gp<p(Gq). Таким образом, G имеет точно три класса со­
пряженных максимальных подгрупп, представителями которых являются F\Gq, P2Gq 
и Gpip(Gq). Значит, в этом случае группа G — группа типа 4). Пусть G — группа типа 
3) леммы 6 и Gp — минимальная нормальная подгруппа в G. Пусть G — GpGq. Очевид­
но, Gp = G5. Предположим, что Gp имеет максимальную подгруппу Q, являющуюся 
S-субнормальной в G. По теореме 1, QGP £ S- Очевидно, Q < G. Ясно, что любая мак­
симальная подгруппа из Gp, отличная от Q, не является S-субнормальной в G. Если Gp 
циклическая, то G — группа типа 1). Поэтому считаем, что Gp нециклическая. Пусть Q\
— максимальная подгруппа из Gq, отличная от Q. Рассмотрим подгруппу М  — GPQ\, 
являющуюся S-субнормальной в G. Так как Qi не S-субнормальна, то М  ф S- Пусть 
М* — S-абнормальная максимальная подгруппа из М. Так как С Gp, то \М : М*\
— степень р, т.е. Q\ содержится в подгруппе, сопряженной с М* в М. Будем считать, 
что М* Э Q1 . Силовская р-подгруппа М* из М* нормальна в М* и в M*Q, т.е. М* нор­
мальна в G. Но Gp — минимальная нормальная подгруппа. Поэтому М* — д-группа, 
т.е. М* =  Q\ максимальна в М. По лемме 4, каждая собственная подгруппа из Q\ будет 
S-субнормальной в G (мы применяем утверждение 2) леммы 4 для случая Я  =  Gq). 
Теперь по лемме 5, М  является минимальной не S-группой, откуда следует, что М  — 
группа Миллера-Морено, т.е. G — группа типа 2). Предположим теперь, что любая мак­
симальная подгруппа из Gq не является S-субнормальной в G. Пусть М = GPQ — мак­
симальная подгруппа из G, причем Q С Gq. Подгруппа М  не принадлежит S, иначе Q 
была бы S-субнормальной. Если Q максимальна в М, то М  — группа Миллера-Морено. 
Если Q не максимальна в М,  то Q строго содержится в некоторой S-абнормальной мак­
симальной подгруппе М\ из М. Подгруппа М\ не р-нильпотентна, так как в противном 
му чае Ng{Q) Э (Gq. Му) = G, что противоречит тому, что Q не S’-субнормальна. Итак,
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М = Gp Q ф в М существует не р-нильпотентная J -абнормальная максимальная 
подгруппа, я (М) = {р,д} С 7r(gr). Но этот случай уже рассмотрен, т.е. М  — группа 
типа 3) нашей теоремы. Таким образом, максимальная подгруппа Q\ из Q нормальна 
в G. Рассмотрим группу G/Q\, ее порядок равен \GP\ ■ q2. Понятно, что если A\jQ\  и 
A2 /Q 2 — две различные подгруппы из G/Q, то А\ П Л2 < G, и значит, А\ П А2 = Q, так- 
как каждая максимальная подгруппа из Gq не нормальна в G. Следовательно, G/Q\ 
группа Фробениуса с циклической подгруппой Gq/Qi  порядка q2. Так как Q\ С ip(Gq), 
то получается, что Gq циклическая. Так как М = GPQ — единственная максимальная 
подгруппа, содержащая Gp, то Qi =  <p(G). Итак, G — группа типа 5).

Случай 2 .7r(G) =  {р, д, г}. Доказательство данного случая разобьем на два случая: 
G р-нильпотентна и G не р-нильпотентна для p-минимального простого делителя р 
порядка группы G.

Случай 2.1. Предположим, что G не р-нильпотентна, где р — p-минимальный про­
стой делитель порядка группы G.

Допустим, что G обладает не р-дисперсивной 5-абнормальной максимальной под­
группой И. По лемме 7, Я  — бипримарная группа Миллера-Морено. Тогда ясно, что Я
— холлова подгруппа в G; будем полагать, что \Н\ делится на р и q. Пусть Gp, Gq и Gr
— попарно перестановочные силовские подгруппы из G такие, что Я  =  GpGq. Так как 
Gp — Hs  С Gs и ЯбД — G, то GpGr — Gs. Рассмотрим максимальную подгруппу М  из 
G, содержащую GqGT. Если Gq не максимальна в М, то ввиду условия Gq С N  С М, 
где N  — ^-субнормальная собственная подгруппа группы G, а значит, NG^ ф G, что 
противоречит равенству GqG^ — G. Значит, Gq максимальна в М  и поэтому М  = GqGr, 
где Gr < М, так как GT = Gs П М. Понятно, что содержащаяся в Gs минимальная нор­
мальная подгруппа группы G совпадает либо с Gp, либо с Gr. Пусть Т  — максимальная 
подгруппа из G, содержащая GpGr. Так как Я  — группа Миллера-Морено, то холлова 
{р, Д-подгруппа из Т  нильпотентна. Таким образом, если GT<G, то Т  р-нильпотентна и 
\G :Т\ — q. Если Gr не максимальна в GqGr, то существует ^-субнормальная подгруппа 
N  такая, что Gr С N  С GqGT. Тогда Gr ^-субнормальна в G, где S) — формация всех р- 
нильпотентных групп, a GpGr р-нильпотентна по теореме 1, т.е. Gr <G. Следовательно, 
если Gr не нормальна в G, то \GP\ =  q, Т  =  GpGr максимальна в G и Gp < G. В любом 
случае силовская g-группа Tq из Т  нормальна в G. Пусть R — еще одна максимальная 
подгруппа индекса q. Тогда Rq =  Tq, так как Gq циклическая. Понятно теперь, что Т  и 
R  сопряжены. Итак G — группа типа 6).

Теперь будем полагать, что каждая абнормалытая максимальная подгруппа
группы G р-дисперсивна. По лемме б, Gp — минимальная нормальная подгруппа груп­
пы G. Если собственная подгруппа S  из Gp> не является максимальной в Gy, то по 
условию существует ^-субнормальная в G р'-группа N, содержащая S. По теореме 1, 
NGP G 5, а значит, NGP = N  х Gp. Итак, каждая собственная не максимальная под­
группа из Gp' поэлементно перестановочна с Gp. Так как G не р-нильпотентна, то ясно, 
что силовская g-подгруппа Gp и силовская r -подгруппа GT из Gp' не могут одновремен­
но быть не максимальными в Gp', т.е. либо обе они максимальны в 6'г/ , либо только 
одна из них максимальна в Gp'. Эти два случая мы рассмотрим.

Случай 2.1.1. Пусть Gp максимальна в Gp/. Тогда, как отмечалось, GPGT ниль­
потентна, a GpGq ненильпотентна. Пусть Q — произвольная максимальная подгруп­
па из Gq. Тогда Q не максимальна в Gp< и по условию содержится в некоторой #- 
субнормальной р'-подгруппе, которая по теореме 1 будет поэлементно перестановочна с 
Gp. Отсюда следует, что GpGq — группа Миллера-Морено. Если Gq нормальна в Gp/, то 
|Gr | =  г. Пусть М  — максимальная подгруппа из Gy, содержащая GT. Каждая собствен-
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ная подгруппа из М, как отмечалось, поэлементно перестановочна с Gp. Значит, каждая 
собственная подгруппа из GPM  будет р-нильпотентна. Но GT ф М. Поэтому GpM не 
может быть группой Шмидта. Значит, GPM  р-нильпотентна и C g {Gp) =  GPM = Gp х 
х М  < G. Значит, М  <  G. Получается, что каждая максимальная подгруппа из Gp> 
нормальна в Gp>, т.е. Gp’ нильпотентна. Итак, если Gq нормальна в Gpi, то G — группа 
типа 6).

Пусть теперь Gq не нормальна в Gy. По теореме Бернсайда, GP> g-нильпотентна, 
т.е. Gr < Gp'. Учитывая, что GPGT нильпотентна, получаем, что Gr нормальна в G, т.е. 
G оказывается группой типа 6).

Случай 2.1.2. Пусть теперь подгруппы Gq и GT являются максимальными в G. 
Тогда одна из них нормальна в Gp>. Пусть Gr < Gp>. Тогда \Gq\ = д. В этом случае 
GpGq, GPGT и GqGr — максимальные подгруппы в G. Если одна из подгрупп GpGq, GpGr 
нильпотентна, то G — группа типа 6). Предположим, что GpGq и GpGr не нильпотентны. 
Поскольку каждая собственная подгруппа из Gr поэлементно перестановочна с Gp, а 
подгруппа GpGr ненильпотентна, то Gr является циклической. Но тогда \GT\ =  г, так 
как Gq максимальна в сверхразрешимой подгруппе GqGr. Рассмотрим подгруппу GpGr. 
Так как Ng (Gt ) — Gpi, то NGpGr(Gr) =  Gr. Если Gr максимальна в GpGr, то GPGT — 
группа Миллера-Морено. Пусть Gr не максимальна в GpGr. Так как Gp < GpGr и GT € 
G 5, то ^-корадикал подгруппы GPGT является неединичной р-группой. Ясно, что Gr 
содержится в некоторой 5-абнормальной максимальной подгруппе М  из GPGT, причем 
М ф 5, так как Gr самонормализуема в GpGr. Мы видим, что GpGr — группа типа 3).

Возможны два случая: Gq нормальна в Gp< и Gq ненормальна в Gp>.
Пусть Gq не нормальна в Gp>. Если Gq =  NG(Gq), то G — группа Фробениуса с 

нильпотентной нормальной подгруппой GPGT, что противоречит нашему допущению. 
Пусть NG(Gq) =  Pi х Q, где Р\ ф I, Рг < NG(Gq). Так как Gp элементарная абелева, 
то существует такая р-подгруппа Р , что GPGq =  Р  X NG{Gq). Мы видим, что GpGq — 
группа типа 4), а сама G — группа типа 7).

Предположим теперь, что Gq нормальна в Gp>, т.е. GqGT нильпотентна и имеет 
порядок gr. Очевидно, что в этом случае G является группой Фробениуса с ядром Gp, 
a GpGr — группа типа 3), либо группа Миллера-Морено. Рассмотрим GpGq. Если Gq 
максимальна в GpGq, то GpGq — группа Миллера-Морено. Пусть Gq не максимальна 
в GpGq. Так как (GpGq С Gp, то Gq содержится в некоторой J -абнормальной макси­
мальной подгруппе Н  из GpGq, причем Я  ф 5, так как Gq самонормализуема в GpGq. 
Получается, что GpGq — группа типа 3). В этом случае G оказывается группой типа 8).

Случай 2.2. Будем полагать далее, что г является ^-минимальным простым де­
лителем порядка группы G. Пусть теперь G r -нильпотентна. Из того, что G не (р- 
дисперсивная группа, следует, что в ней существует нормальная холлова л-подгруппа 
Я  примарного индекса, не являющаяся <^-дисперсивной. По доказанному Я — группа 
вида 1)-5) из данной теоремы.

Случай 2.2.1. Пусть Я  — группа Шмидта, |Ф(ЯР)| < р. В этом случае G =  Gr А Н . 
Рассмотрим р'-холлову подгруппу Gp> группы G. Из того, что G'/Я  G 5 и Нр> = Hq<Gp/, 
следует, что Gr/  G 5- Если Hq не максимальна в Gp>, то по лемме 4 Hq 5-субнормальна 
в G. Тогда по теореме 1 Я  =  HpHq G 5- Следовательно, Нд максимальна в Gp> и Gp> — 
= Pfq \  Gr = Gq \  Gr. Из Hq < Gp> следует равенство |Gr | = г. Отсюда следует, что Я 
максимальна в G. Так как Я  < G, Gp < Я, то Нр =  Gp < G. Покажем, что Gp> — GrGq 
максимальна в G. Предположим противное. Тогда найдется максимальная подгруппа 
М  группы G, содержащая Gp<. Значит, М  =  Ср'Р, где Р  — некоторая неединичная 
подгруппа из Gp. Тогда р'-холлова подгруппа GqP  группы М  нормальна в М  и явля­
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ется собственной в Я. Поэтому М  р-дисперсивна. Так как Gq не максимальна в М,  
то по лемме 4 Gq ^-субнормальна в G. Отсюда, по теореме 1, Я  € Следовательно, 
Gp> = GrGq максимальна в G. Если GT максимальна в GTGq, то G — группа типа 9). 
Предположим, что Gr не максимальна в GTGq. Тогда в G  существует ^-нормальная мак­
симальная подгруппа К  — ( GrQ ) A Gp, где GrQ  — максимальная подгруппа из GrGq. 
Так как GPQ  С Я, то GPQ  =  Gp x Q. Значит, К  е 5 и G — группа типа 9).

Случай 2.2.2. Предположим, что Я  =  Нр А Нд — группа вида 2), либо вида 
5). В этом случае =  Нр — минимальная нормальная подгруппа в Я. Так как G 
r -нильпотентна для ^-минимального простого делителя г порядка группы G, то р- 
холлова подгруппа Gy группы G р-дисперсивна. Тогда каждая собственная подгруппа 
из Hq будет не максимальна в Gy и по лемме 4 ^-субнормальна в G. Но в этом случае, 
по лемме 5, Я  — группа Шмидта. Противоречие.

Случай 2.2.3. Предположим, что Я  =  НРА Hq — группа типа 3). В этом случае Gp 
— циклическая и HPQ — Нр х Q, где Q — максимальная подгруппа из Iiq. Холлова р- 
подгруппа GrHq р-дисперсивна. Если Hq не максимальна в GrHq, то, применяя лемму 
4 и теорему 1, получаем Я  £ Значит, Я , = Gq максимальна в GrGq и |Gr | =  г. 
Следовательно, Я  максимальна в G. Так как Нр =  Я® С Gff и G/Н р G то Нр =  Gp = 
=  Gs . Предположим, что GTGq не максимальна в G. Тогда в G найдется ^-абнормальная 
максимальная подгруппа М  =  GrGqP, где Р  — некоторая неединичная подгруппа из 
Gp. По лемме 4 в М  все ^-абнормальные максимальные подгруппы принадлежат р. По 
теореме 2 АЯТ — р-группа. Подгруппа GsGq содержится в некоторой 5-абнормальной 
максимальной подгруппе М\ группы М. Если GrGq С М2, то Gq не максимальна в Мх 
и, по лемме 4, ^-субнормальна в G. Отсюда, по теореме 1, Я  — Gp X Gq £ р. Значит, 
GrGq максимальна в М  и Р  —- минимальная нормальная подгруппа в М. Получили, 
что М* — Р. Так как Gq не максимальна в М, то по условию найдется ^-субнормальная 
в G подгруппа 1V такая, что Gq С N  С М. Тогда GqM $ С N M S ф М. Так как GqM^ 
максимальна в М, то N  С GgM ,T. Это значит, что Я  С Я  и ^-субнормальна в Я. Но 
тогда GqGp =  GqH? С N H S ф Я. Противоречие. Значит, GTGq максимальна в G. Если 
Gr максимальна в GTGq, то G — группа типа 9) из данной теоремы. Предположим, 
что Gr не максимальна в GrGg. Тогда в G существует максимальная подгруппа К  = 
=  GrGpQ, где Q — максимальная подгруппа из Gq. Так как по условию GPQ =  Gp x Q, 
то К  р-дисперсивна. Итак, G — группа типа 9)

Случай 2.2.4. Предположим, что Я  --= Я  X (Я9 X Я2) — группа типа 4). В этом 
случае Gp =  А; Яг- Так как Я 5 — Р\, то Рх < G. По условию Р\ абелева и дополняема 
в силовской подгруппе Gp. По теореме 5 Рх дополняема в G. Тогда в G существует $- 
абнормальная максимальная подгруппа М  = СГХ(Я9ХЯ2). Там как Нд не максимальна 
в М, то по лемме 4 Hq ^-субнормальна в G. По теореме 1 HqPx £ #. Но тогда Hq < Я. 
Противоречие. Теорема доказана.

Л ем м а 8. Пусть 5  ' произвольная насыщенная S -замкнутая формация, G — 
р-дисперсивная группа с плотной системой $ -субнормальных подгрупп, не принадле­
жащая у которой все $-абнормальные максимальные подгруппы принадлежат 
Тогда справедливо одно из следующих утверждений:

1) Gn(Gvy — максимальная подгруппа в G;
2) Gn(G*y — максимальна в абнормалъной максимальной подгруппе из G.
Д оказательство. Пусть G — группа минимального порядка, для которой лемма

не верна. По теореме 2 G? -  р-группа. Пусть Я — ^-абнормальная максимальная под­
группа группы G. Тогда Я содержит некоторую р'-холлову подгруппу Gpi. По нашему 
предположению Gpi не максимальна в Я. Тогда по лемме 4 Gp> ^-субнормальна в G.
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Если р — (^-максимальный простой делитель \G\, то подгруппа Gp нормальна в G. Тогда 
по теореме 1 G =  GPGP> £ 3- Противоречие. Пусть 7г — множество простых делителей 
порядка группы G, больших р при упорядочении р. По доказанному выше множество 
7г не пусто. Тогда GG <1 G. По индукции Gy/G n максимальна в H /G n. Противоречие. 
Лемма доказана.

Л ем м а 9. Пусть 3  — насыщенная S -замкнутая формация, G — группа с нор­
мальной силовской р-подгруппой Gp, удовлетворяющая следующим условиям:

1 ) G ? Z ;
2) холлова р'-подгруппа Gp>-группы G является максимальной в G и принадле­

жит 3;
3) любая собственная подгруппа из Gy $ -субнормальна в G.
Тогда G является минимальной не 3  -группой.
Д оказательство. Из условия прямо следует, что Gp совпадает с GG и являет­

ся минимальной нормальной подгруппой в G. Понятно, что каждая 3-абнормальная 
максимальная подгруппа из G сопряжена с Gy и поэтому принадлежит 3- Пусть L 
— произвольная ^-нормальная максимальная подгруппа из G. Тогда L =  GS(L П Gy). 
Так как 3  S-замкнута, то L П Gy £ 3- Подгруппа L П Gy является собственной в Gy 
и по условию S'-субнормальна в G. По теореме 1, L — G^{L П Gy) £ 3- Итак, каждая 
максимальная подгруппа из G принадлежит 3- Лемма доказана.

Л ем м а 10. Пусть 3  произвольная насыщенная S -замкнутая формация, G — 
р-дисперсивная группа с плотной системой $ -субнормальных подгрупп, не принадле­
жащая 3- Тогда любая $-абнормалъная максимальная подгруппа из G либо принадле­
жат 3, либо является минимальной не 3 -группой, у которой нормальная силовская 
подгруппа является минимальной нормальной подгруппой.

Д оказательство. Предположим, что утверждения леммы не выполняются и в 
G существует 3-абнормальная максимальная подгруппа Н  не удовлетворяющая утвер­
ждениям леммы. Ввиду леммы 4 и теоремы 2 Н  = Н ^Н \, где Hi — 3-абнормальная 
максимальная подгруппа из Н , Я 5 — р-группа, Hi £ 3- Очевидно, что Hi содержит 
некоторую р'-холлову подгруппу Нр> из Я.

1. Предположим, что Hi ф Нр>. Если Нр — Я 3) то каждая S-нормальная макси­
мальная подгруппа группы Я будет иметь вид НР\ К ,  где К  — некоторая максимальная 
подгруппа из Я у . Так как К  не максимальна в H i, то по лемме 4 К  3-субнормальна в Я. 
Тогда по теореме 1 ЯРХ Л  е ^ и Я -  минимальная не 3-группа. Предположим теперь, 
что Я3 С Яр. Если предположить, что Р  П Gs ф 1, то Яу не максимальна в Нх. Тогда 
Я =  Я»ХРЯу. Если р не p-максимальный простой делитель порядка группы Я, то в Я 
существует нормальная силовская r-подгруппа R, г ф р. Тогда подгруппа Я®Я =  Нъ х 
х R  С F(H).  Если Я-холлова подгруппа S  из Н\ не максимальна в Нх, то применяя 
лемму 4 и теорему 1, получаем, что Я £ 3- Пусть S  максимальна в Яа. Тогда каждая 
собственная подгруппа из S  будет не максимальна в Их и, следовательно, по лемме 4, 
3-субнормальна в Я. Если подгруппа HsS  £ 3, то по теореме 1 Я £ 3- S  максимальна 
в H*S, так как в противном случае Н\ = SHT не максимальна в Я. Применяя лемму 
9 и теорему 2, получаем, что SH r —- минимальная не 3-группа и З-корадикал группы 
HsS  является силовской р-подгруппой. Так как по нашему предположению Я] ф НР>, 
то порядок группы S  делится на р и, следовательно, IH S  £ 3- Тогда, по теореме 1, 
Я £ 3- Противоречие. Значит, р — p-максимальный простой делитель порядка группы 
Я. Тогда Нр < Я  и каждая собственная подгруппа из Яу не максимальна в Нх. Если 
Нту 3-субнормальна в Я, то по теореме 1 Я  £ 3- Так как Яу не максимальна в Я, то по 
условию найдется 3-субнормальная в G подгруппа N  такая, что Яу с  N  С Я. Так как
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Нр> С N, то Яр/G3 С 7VG3 ф G. Отсюда следует, что Gd Gp и Р  G3. Очевидно, что 
А Я 3 = HP'H S. Подгруппа Яр/Я 3 содержится в некоторой ^-нормальной максимальной 
подгруппе М  = HpiGs из G.

1.1. |G : Н\ — ра. Тогда р — ^-максимальный простой делитель порядка группы G 
и силовская р-подгруппа Gp группы G нормальна в G. Отсюда следует, что Gp D G3. 
Так как М3 — р-группа, то Яр/ содержится в некоторой 3-абнормальной максимальной 
подгруппе М \ =  Pi X Нр> группы М. По индукции М \ либо принадлежит формации, 
либо является минимальной не 3-группой. Если М\ — минимальная не 3-группа, то 
М3 = Мр — G3 и Нр/М3 =  М . Противоречие. Значит, М\ £ 3- Пусть L / K  — G- 
главный фактор из G3. Но так как Op(G/Cg(L/K)) = 1, то L / K  — /^-главный фактор 
и выполняется изоморфизм G/Cg ( L / K ) ~  Hi/СнфЬ/К)  ~  Нр//Снр,{Ь/К).  Так как 
Mi £ 3, то Р\ — З-Центральный Я2-главный фактор. Противоречие.

1.2. |G : Я | =  ф3, q ф- р. Так как (Нр>Я 3)3 С М3, то Hv>Gq содержится в неко­
торой 3-абнормальной максимальной подгруппе Mi группы М. Тогда в G существует 
3-абнормальная максимальная подгруппа L =  HiGq. Если Hi не максимальна в L, то 
по лемме 4 Нр/ 3-субнормальна в G. Противоречие. Значит, Hi максимальна в L. По 
условию найдется 3-субнормальная в G подгруппа Ni такая, что Нр/ С N { С L. Так 
как Mi D Hp'Gg, то Ni С Mi. Если Ni ф Mi, то N\ £ 3 и, следовательно, Нр> 3- 
субнормальна в G. Значит, Ai — М г. Но тогда Mi 3-субнормальна в М. Противоречие.

2. Hi =  Яр/ и Я'у — Нр ~  минимальная нормальная подгруппа в Я. Если каждая 
максимальная подгруппа из Я 1 3-субнормальна в Я, то Я — минимальная не 3-группа. 
Значит, в Hi найдется максимальная подгруппа К,  не 3-субнормальная в Я. Очевид­
но, что (|Я ?|, |Я |) =  1. Рассмотрим подгруппу L = H s X К. Подгруппа К  содержится 
в некоторой 3-абнормальной максимальной подгруппе Я  из L. Так как Я  не макси­
мальна в Я, то по условию в G существует 3-субнормальная подгруппа N  такая, что 
Li С N  С Н . Так как N Э К  и N  Э H s , то N  = L. Рассмотрим подгруппу М = KG^. 
Подгруппа К  содержится в некоторой 3-абнормальной максимальной подгруппе Mi из 
М. По индукции Mi либо принадлежит 3, либо является минимальной не 3-группой.

2.1. |G : Я | =  ра. Тогда Нр <1 G. Если предположить, что q является р- 
максимальным простым делителем порядка группы M x,q ф р, то силовская д-подгруппа 
Mq нормальна в L и по теореме 1 L =  (Нр х Mq) \L { pqy £ 3- Значит, р — (^-максимальный 
простой делитель порядка группы Mi. Это значит, что Gp < М  и М3' С Gp. Пусть Mi 
— минимальная не 3-группа. Тогда M f совпадает с силовской р-подгруппой группы 
Mi и, следовательно, М3 = Gp. Получили, что KGP — К М 3 =  М. С другой стороны, 
L = К Н Р 3-субнормальна в G, а значит, и в  М. Поэтому Я М 3 С LM3 С М. Противо­
речие. Значит, Mi £ 3. Это значит, что М3 С Gp. Из того, что К  максимальна в Mi, & 
Mi максимальна в М, следует, что М3 — абелева дополняемая в М подгруппа. Так как 
L С Я М 3 и Нр < G, то М3 =  Яр и М3 <1G. По теореме Гашюца 5, М3 имеет дополнение 
5 в G. Так как Я  не максимальна в S', то по условию найдется 3-субнормальная в G 
подгруппа Я] такая, что Я  С Ari С S'. Из того, что Ni С Mi, следует, что N\ £ 3- Но 
тогда Я  3-субнормальна в G. Противоречие.

2.2. |G : Я | =  д". Тогда Нр =  Gp — силовская р-подгруппа группы G. Рассмо­
трим р'-холлову подгруппу Gp/ группы G, содержащую Яь Так как Нр С G3, то GP> 
содержится в некоторой 3-абнормальной максимальной подгруппе группы G. Если Hi 
не максимальна в Gp>, то Я  будет 3-субнормальна в G. Потому Gp> максимальна в 
G. Ввиду теоремы 2 G3 — q-группа. Если q £ ir(Hi), то, согласно доказанному выше, 
лемма верна. Значит, Gq = G3 — минимальная нормальная подгруппа в Gp<. KGq мак­
симальна в Gp/. Подгруппа К  содержится в некоторой 3-абнормальной максимальной
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подгруппе S  группы K G q. Так как S  не максимальна в Gy, то по условию найдется 
^-субнормальная в G подгруппа N  такая, что S С N  С Gy. Так как KGq С NGq С Gy , 
то N  = KGq. Но подгруппа KGq будет содержаться в подгруппе М] группы М. Если 
KGq ф Mi, то К  ^-субнормальна в G. Если же KG q = М\, то получаем противоречие с 
тем, что М\ — #-абнормальная максимальная подгруппа группы М. Лемма доказана.

Л ем м а 11. Пусть $  — произвольная S -замкнутая насыщенная формация 
сверхразрешимых групп, G — несверхразрешимая группа с плотной системой $- 
субнормальных подгрупп. Тогда каждая $-абнормалъная максимальная подгруппа из 
G либо принадлежит либо является минимальной не $-группой, у которой нор­
мальная силовская подгруппа является минимальной нормальной подгруппой.

Д оказательство. Предположим, что G не (^-дисперсивна, где р таково, что ppq 
равносильно р > q. Так как 5 — формация </>-дисперсивных групп, то по лемме 7, лемма 
верна. Пусть теперь G </>дисперсивна. В этом случае лемма верна по лемме 10. Лемма 
доказана.

Теорема 8. Пусть $  — произвольная насыщенная S -замкнутая формация свер­
хразрешимых групп, G — несверхразрешимая тг(^)-группа с плотной системой #- 
субнормальных подгрупп. Тогда G — группа одного из следующих типов:

1) G — Gp \Gp> — минимальная несверхразрешимая группа, у которой |Ф(СР)| < 
Р, k(G'p')! < 2;

2) G =  Gp X Gy, где |7r(Gy)| < 2, Gv содержит такую абелеву подгруппу Р, 
нормальную в G, что Gp>P — минимальная несверхразрешимая группа, являющаяся в 
G максимальной подгруппой непростого индекса, подгруппа GPQ сверхразрешима, где 
Q — любая максимальная подгруппа из Gp<;

3) G = Gp \  Gq, Gp — минимальная нормальная подгруппа группы G, подгруппа 
GpQ, где Q — произвольная максимальная подгруппа из Gq, является либо сверхраз- 
решимой, либо минимальной не ^-группой, либо группой типа 2) из данной теоремы;

4) G -  G*p X (G**Gq), где Gp — минимальная нормальная подгруппа группы G, 
|Gp*| =  р, подгруппа G**Gq € Ъ, G*Gq является либо минимальной несверхразрешимой 
группой, либо группой типа 2) из данной теоремы;

5) G = Gp \  GqGr, Gp — минимальная нормальная подгруппа из G, Gr — абелева 
группа, GrGq и GpGq — минимальные несверхразрешимые группы, подгруппа GPGTQ 
либо сверхразрешима, либо минимальная несверхразрешимая группа, где Q — произ­
вольная максимальная подгруппа из Gq;

6) G =  G*\G**GqGr, где G*, G** — минимальные нормальные подгруппы группы 
G, | G**\ =  р, G/G** — минимальная несверхразрешимая группа;

1) G =  G p \G qGr, где Gp — минимальная нормальная подгруппа группы G, GqGr 
сверхразрешима, подгруппа L = QGP, где Q — произвольная максимальная подгруп­
па группы GqGr, либо сверхразрешима, либо минимальная несверхразрешимая группа, 
либо группа типа 2) или 4) из данной теоремы;

8) G =  (Gp х Gq) X (GT X Gs) и имеет точно четыре класса максимальных 
сопряженных подгрупп, представителями которых являются следующие подгруппы: 
GpGrGs, GqGTGs — минимальные несверхразрешимые группы, подгруппы GpGqGTS  и 
GpGqGeR принадлежат где S — произвольная максимальная подгруппа из Gs, R  — 
произвольная максимальная подгруппа из Gr;

9) G — Gp \  ((Gq х Gs) X Gr) и имеет точно четыре класса максимальных 
сопряженных подгрупп, представителями которых являются следующие подгруппы: 
GqGsGr сверхразрешима, GpGqGr — либо минимальная несверхразрешимая группа, ли­
бо группа типа 2) из данной теоремы, GpGqGsR, где R — произвольная максимальная

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



144
(

А.Э.Шмигирев

подгруппа из Gr, либо принадлежит либо R  =  1 и GpGqGs является минимальной 
несверхразрешимой группой или группой типа 2) из данной теоремы, GpGsGrQ либо 
принадлежит 5, либо Q =  1 и GpGsGr является минимальной несверхразрешимой 
группой или группой типа 2) из данной теоремы.

Д оказательство. По лемме 5 группа G разрешима. Если группа G не дисперсивна 
по Оре, то к ней применима теорема 7 и данная теорема верна. Поэтому далее мы будем 
полагать, что группа G дисперсивна по Оре.

1. Рассмотрим вначале случай n(G) ~  {p,q}, где р и q — различные простые 
числа. По лемме 11, в группе G любая 3-абнормальная максимальная подгруппа либо 
сверхразрешима, либо является минимальной несверхразрешимой группой, у которой 
нормальная силовская подгруппа является минимальной нормальной подгруппой. Эти 
два случая мы и рассмотрим.

1.1. Пусть в G имеется несверхразрешимая g-абнормальная максимальная под­
группа Я. По лемме 11 Я  =  Нр X Нр> является минимальной несверхразрешимой груп­
пой и Нр — абелева группа. Так как |7r(G)| =  2, то либо |G : Я | =  ра, либо \G : Я | =  q13. 
Если предположить, что \G : Я | =  <Д то Hq С Gq и \Gq : Hq\ > q. Поэтому Hq не макси­
мальна в Gq и по лемме 4 3-субнормальна в G. Отсюда по теореме 1 Я  = Gp X Hq G $. 
Противоречие. Значит, \G : Н\ — ра, G,T D Gp и Нр < G. Из того, что группа диспер­
сивна по Оре, |tt(G)| =  2 и 3  Gp, следует, что CP = Gp. Пусть Q — произвольная 
максимальная подгруппа из Hq = Gq. По условию в G существует ^-субнормальная 
подгруппа N  такая, что Q С N  С Я. Ясно, что N  ф Н и, значит, N  сверхразрешима. 
Следовательно, Q il-субнормальна ъ N  и в  G, где И — формация всех сверхразреши- 
мых групп. Применяя теорему 1, получаем, что подгруппа QGP сверхразрешима. Итак, 
в данном случае G — группа типа 2) из данной теоремы.

1.2. Пусть теперь в G все ^-абнормальные максимальные подгруппы сверхразре- 
шимы. По лемме 2 G5 -  р-группа. По лемме 8 либо Gq — максимальная подгруппа в 
G, либо Gq — максимальна в 5-абнормальной максимальной подгруппе Я  группы G.

Пусть вначале Gq максимальна в G. Пусть Q — произвольная максимальная под­
группа из Gq. Рассмотрим подгруппу М  — QGP. Если Q ^-субнормальна в G, то по 
теореме 1 М 6 Предположим, что Q не ^-субнормальна в G. Тогда Q содержится 
в некоторой 5-абнормальной максимальной подгруппе Мх из М. Так как М < G, то 
А'Н — G® =  Gp. Если Q = М], то согласно лемме 9 М  — минимальная не группа. 
Пусть Mi D Q. Тогда М\ — Р  X Q и Я < М. Применяя теорему Машке, получаем, 
что Gp =  Р  х Pi и Pi < М. Если Mi € то С Рх. Противоречие. По лемме 11, 
Mi — минимальная несверхразрешимая группа. Если Q\ — произвольная максималь­
ная подгруппа из Q, то ввиду леммы 4, Q i ^-субнормальна в G. Применяя теорему 1, 
получаем, что подгруппа Q\GP G Значит, М  — группа типа 2) из данной теоремы, а 
G — группа типа 3) из данной теоремы.

Пусть теперь Gq не максимальна в G. Тогда по лемме 8, Gq содержится в каче­
стве максимальной подгруппы в некоторой ^-абнормальной максимальной подгруппе 
Я  группы G. Тогда группа Я представима в виде Я  =  P \ \ G q, где Р  — р- группа. Пред­
положим, что Gs =  Gp. Тогда любая ^ - н о р м а л ь н а я  максимальная подгруппа группы G 
имеет вид Gp X Q, где Q — некоторая максимальная подгруппа из Gq, и, следователь­
но, по теореме 1 принадлежит формации 5- Получили, что группа G — минимальная 
несверхразрешимая группа. Предположим, что <J>(GP) =  1. Тогда по теореме Машке 
Gp — Р  х Pi. Ввиду следующего равенства G /P  — PP\GqjP  ~  P\Gq =  Я  е  5  полу­
чаем противоречие с тем, что G? =  Gp. Итак, G — группа типа 1) из данной теоремы. 
Если же Gp С Gs , то группа G имеет вид G = Я X (Pi X Gq) и G5 =  Р. Так как Gq
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максимальна в Я, то \Р\ \ — р. Рассмотрим подгруппу М  = Р  X Gg. Если М  € то 
Gg ^-субнормальна в G. Учитывая, что G дисперсивна, по теореме 1 получаем, что 
G G S- Противоречие. Каждая собственная подгруппа из Gq будет не максимальна в 
Я  и по лемме 4 Д-субнормальна в G. Если Gq максимальна в М, то М  — минималь­
ная несверхразрешимая группа. В этом случае G — группа типа 4) из данной теоремы. 
Если предположить, что Gq не максимальна в М, то она содержится в некоторой S- 
абнормальной максимальной подгруппе Mi — Р  X Gq из М. Получили, что Р < М  и 
Р < Gp. Это значит, что Р  < G. Противоречие с тем, что Я  — максимальная подгруппа 
в G.

2. Рассмотрим случай 7r(G) =  {р, д, г}, где р, qn г — различные простые числа. Со­
гласно лемме 11 в группе G либо все S-абнормальные максимальные подгруппы сверх- 
разрешимы, либо являются минимальными несверхразрегаимыми группами, у которых 
нормальная силовская подгруппа является минимальной нормальной подгруппой. Рас­
смотрим эти два случая.

2.1. Предположим, что в G имеется несверхразрешимая 5-абнормальная макси­
мальная подгруппа Я. По лемме 11 Я является минимальной несверхразрешимой груп­
пой, у которой нормальная силовская подгруппа является минимальной нормальной 
подгруппой. Предположим, что |7г(Я)| = 2. Так как |7r(G)| =  3, то Я = Gr \ G q и 
\G : Н\ — ра, а > 1. Применяя теорему 2 и учитывая, что Я ? =  Gr, получаем Gs = 
= GrGp. Из того, что G разрешима, следует, что либо Gr , либо Gp нормальна в G. В G 
существует подгруппа L = GqGp. Подгруппа L содержится в некоторой ^-абнормальной 
максимальной подгруппе Ьл группы G. Предположим, что L С Ьг. Тогда Gq будет не 
максимальна в Li и по условию найдется ^-субнормальная подгруппа N  такая, что 
Gq £  N  С Lj. Ясно, что N  ф Ь\. Поэтому N  G а это значит, что Gq ^-субнормальна 
в G. Тогда по теореме 1 Я  =  Gr X G q е ?Г. Это значит, что L — Ь\. Ясно также, что 
L ф J  и Gq максимальна в L. Тогда L =  Gp \  Gq — минимальная несверхразрешимая 
группа, у которой Gp — абелева группа. Пусть Q — произвольная максимальная под­
группа из Gq. Рассмотрим подгруппу М  — GSQ. Предположим, что М ^  Так как 
либо GT < G, либо Gp < G, то пусть для определенности Gp < G. Из того, что M/Gp =
— QGTGp/Gp ~  QGr С Я, следует, что QGr £ $  и M s С Gp. Имеем М < G и Gp — 
минимальная нормальная подгруппа в G, поэтому M s — Gp. Значит, подгруппа GrQ 
содержится в некоторой ^-абнормальной максимальной подгруппе М\ из М. Пусть К
— произвольная подгруппа из GrQ, отличная от GTQ. Тогда по условию в G существует 
^-субнормальная подгруппа N  такая, что К  С N  С Н. Ясно, что N ф Я. Поэтому 
N  G Отсюда следует, что К  ^-субнормальна в G. Предположим, что М\ — GrQ. 
Согласно лемме 9 М  — минимальная несверхразрешимая группа. В этом случае G — 
группа типа 5). Пусть Mi D GTQ. Тогда М = Р \  GTQ, где Р  — р-группа. Если М  ф 5, 
то ввиду леммы 9 Mi — минимальная несверхразрешимая группа. Если Q ф 1, то Gr — 
циклическая группа. Противоречие. Предположим, что Q — Тогда \Gq\ -= q. Подгруп­
па Gq самонормализуема в G, так как в Я =  GTGq и L =  GpGq, подгруппа Gq является 
максимальной. Значит, G — группа Фробениуса с ядром G? — GrGp и дополнительным 
множителем Gq. Значит Gs  G 9£. Противоречие. Остается рассмотреть случай, когда 
Mi G S'. По теореме Машке Gp = Р  х Я  и Pi < М. Отсюда получаем, что М  — Я] X 
X Mi и Рг — M s . Противоречие. Значит, М  € S- Если GT < G, то проводя рассуждения, 
аналогично вышеизложенным, получаем, что М  либо принадлежит формации, либо яв­
ляется минимальной несверхразрешимой группой. Итак, G — группа типа 5) из данной 
теоремы.

Пусть теперь Я  =  Нр\ Н р> — минимальная несверхразрешимая группа и Ш ) \  =
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= 3. Так как |7r(G)j =  3, то |G : Н\ =  ra, а > 1 и г £ п (Я). Предположим, что г £ тт(Нрг). 
В G существует подгруппа Gy, содержащая Яу. Так как Нр С Gff, то GP<G? =  G и Gp/ 
содержится в некоторой 5-абнормальной максимальной подгруппе Я i из G. Предпо­
ложим, что Hi D GP'. Применяя лемму 11, получаем, что Я i G 5. а значит, Gp> £ 
Подгруппа Яу не максимальна в Gy, так как |G : Я | =  7’", ос > 1 и Gy £ По усло­
вию в G существует ^-субнормальная подгруппа N  такая, что Яу С N  С Gy. Отсюда 
следует, что Яу ^-субнормальна в G, а значит, и в  Я. Противоречие. Итак, Я! = Gp/ 
минимальная несверхразрешимая группа. Так как |7г(Яу)| = 2, то Gy =  G9 X Gr . При­
ходим к случаю, рассмотренному выше, откуда следует, что в G нет абнормальных 
максимальных подгрупп, порядок которых делится на три различных простых числа. 
Итак, |G : Я | =  ра, а >  1 и Яу =  Gy. Ясно, что HP< G  и Gp С Gff. Ввиду того, что груп­
па G дисперсивна по Оре, получаем, что р — наибольший простой делитель \Н\ и |G|, а 
значит, GP<1G. Из G/Gp £ # следует, что Gy =  Gp. Пусть Т  — произвольная максималь­
ная подгруппа из Gy. По условию в G существует такая ^-субнормальная подгруппа N 
такая, что Т  С N  С Н . Ясно, что N ф Я. Поэтому N  сверхразрешима. Отсюда следует, 
что Т  il-субнормальна в G, где Я — формация всех сверхразрешимых групп. Применяя 
теорему 1, получаем, что подгруппа GPT  сверхразрешима. Следовательно, G — группа 
типа 2) из данной теоремы.

2.2. Пусть теперь в G все абнормальные максимальные подгруппы сверхразре- 
шимы. По лемме 2 Gs — р-группа. По лемме 8 либо Gy — максимальная подгруппа в 
G, либо Gy — максимальна в З'-абнормальной максимальной подгруппе Я группы G.

Пусть Gy максимальна в G. Так как |tt(G)| = 3, то Gy = GqGr. Согласно доказан­
ному выше получаем, что в этом случае G группа типа 7) из данной теоремы.

Предположим теперь, что Gy не максимальна в G. Тогда Я — Р  X Gy, где Я 
— р-группа. Предположим, что Gs = Gp. Тогда любая ^-нормальная максимальная 
подгруппа группы G имеет вид GP\ Q ,  где Q — некоторая максимальная подгруппа из 
Gy, и, следовательно, по теореме 1 принадлежит формации Получили, что группа 
G — минимальная несверхразрешимая группа. Предположим, что Ф(Gp) =  1. Тогда 
по теореме Машке Gp =  Р х Pi. Ввиду следующего равенства G /P  =  T P jG y/P  ~  
~  Pi Gp — Я  £ #  получаем противоречие с тем, что G5 =  Gp. Итак, G — группа типа 
1) из данной теоремы. Пусть теперь G5 С Gp. В этом случае G — G* \  G**GP>. Так как 
|tt(G)| =  3, то Gy =  GqGr. Согласно лемме 4 подгруппы Gq и Gr будут ^-субнормальны 
в G. Очевидно, что р > q, р > г. Поэтому G** < I! и Gv < G. Рассмотрим подгруппу 
М = G*GqGr. Подгруппа GqGr содержится в некоторой З-абнормалыюй максимальной 
подгруппе М] группы М. Если М\ — GqGr, то М  — минимальная несверхразрешимая 
группа. Предположим, что Mi D GqGr. Тогда М] =  Р  X GrGq, где Р  — р-группа и 
Р < М. Так как G** < G, то Gv — G** х G* — элементарная абелева группа. Значит, 
Ng(P) = (М, G**) =  G и G/G** = G*p M/G*p ~  М  — минимальная несверхразрешимая 
группа. Следовательно, G — группа типа 6) из данной теоремы.

3. Рассмотрим случай 7r(G) =  {р, ?,r, s}, где р, д, г и s — различные простые 
числа. Согласно лемме 11 в группе G либо все ^-абнормальные максимальные подгруп­
пы сверхразрешимы, либо являются минимальными несверхразрешимыми группами, 
у которых нормальная силовская подгруппа является минимальной нормальной под­
группой. Рассмотрим эти два случая.

3.1. Предположим в G имеется несверхразрешимая ^-абнормальная максимальная 
подгруппа Я. По лемме 11 Я  является минимальной несверхразрешимой группой, у 
которой нормальная силовская подгруппа является минимальной нормальной подгруп­
пой. Так как (7Г(G)| =  4, то Я  =  GPX (Gr X G S) и |G : Я | — qa, а > 1. Отсюда получаем,
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что Gp С G3 и Gq С Gs. Применяя лемму 4 и теорему 2, получаем, что Gs — GpGq. 
Рассмотрим подгруппу L — GrGsGq. Так как G3L = G, то L содержится в некоторой #- 
абнормальной максимальной подгруппе L* из G. Если L* D L, то |7г(Я*)| =  4, и  согласно 
лемме 11, L* е  Подгруппа GrGs не максимальна в L*. Поэтому по лемме 4, GTGS 
5-субнормальна в G, а значит, и в Я. Противоречие. Следовательно, L* — L, и согласно 
лемме 11, L =  Gq \  GrGs — минимальная несверхразрешимая группа, у которой Gq 
является минимальной нормальной подгруппой. Отсюда следует, что NL(Gr) — GrGs 
и CGq{Gr) — 1. Рассмотрим подгруппу К  =  GqGr. Подгруппа G, циклическая. Поэто­
му K /G q — абелева группа. Так как Gaq(Gr) =  1, то К ' =  Gq. Аналогично получаем, 
что коммутантом группы К\ — GPGT является Gp. Пусть М  — G3G> =  GpGqGT. Легко 
видеть, что М  сверхразрешима. Значит, М 1 G 'Л. Так как {GpGr)’ — Gp и (GqGr)' = 
= Gq, то Gq С М' и Gp С М '. Отсюда получаем, что [Gq,Gp] =  1. Значит, Gp < G и 
Gg < G. Пусть Т — произвольная максимальная подгруппа из GrGs. По условию в G 
существует ^-субнормальная максимальная подгруппа N  такая, что Т  С N  С Я. Ясно, 
что N  С Н. Поэтому Я  принадлежит ^  и ^-субнормальна в G. Применяя теорему 1, 
получаем TGpGq € #. Так как Gr и Gs — циклические группы, то в GrGs два класса 
максимальных сопряженных подгрупп, представителями которых являются подгруппы 
GSR  и GTS. где R — максимальная подгруппа из Gr , S  — максимальная подгруппа из 
Gs. Значит, подгруппы GpGqGsR  и GpGqGrS  принадлежат и G -  группа типа 8) из 
данной теоремы.

3.2. Пусть теперь в G все J -абнормальные максимальные подгруппы сверхразре- 
шимы. По лемме 2, Gs — р~группа. По лемме 8, либо Gy — максимальная подгруппа в 
G, либо Gp> максимальна в #-абнормальной максимальной подгруппе Я  группы G.

Предположим, что Gp> — максимальная подгруппа в G. В Gy существует макси­
мальная подгруппа Я, не ^-субнормальная в G и |7г(Я)| > 2. Рассмотрим подгруппу 
М  =  Gp X Я. Так как С Ср и ОМ3], |Я |) = 1, то Я содержится в некоторой $- 
абнормальной максимальной подгруппе М\ группы М. Если =  Я, то по лемме 9 
М  — минимальная несверхразрешимая группа. Тогда Mi =  Я X Я. Если М 0 то 
по лемме 11 М \ — минимальная несверхразрешимая группа. Предположим теперь, что 
Mi € #. Тогда |Я| =  р, ввиду леммы 4. Подгруппа Р  < М, поэтому по теореме Машке 
Gp = Р х Р\ и Pi < М. Рассмотрим подгруппу М2 =  Р \Н . Подгруппа Р\ будет ми­
нимальной нормальной подгруппой группы М2, в противном случае в М2 существует 
минимальная нормальная подгруппа Р2, для которой NM(P2) =  М и  Р2 Р\ Я ф Я. При­
меняя лемму 9, получаем, что М2 — минимальная несверхразрешимая группа. Итак, 
мы показали, что в Gp существует подгруппа Р* С Gp такая, что Р* X Я  — минималь­
ная несверхразрешимая группа. Значит, Я  =  G?Gr, G, и Gr — циклические группы. 
По доказанному выше М может быть группой типа 2), 7) из данной теоремы. Если М 
— группа типа 7), то так как согласно лемме 4 любая максимальная подгруппа из Я 
^-субнормальна в G, М — минимальная несверхразрешимая группа. Итак, мы показа­
ли, что подгруппа М  =  GpGqGT — либо минимальная несверхразрешимая группа, либо 
является группой типа 2) из данной теоремы.

Так как подгруппа Я  максимальна в Gp> и Gp> е Ъ, то \Gp> : Я | =  s и Gp> = Я6'.,. Из 
того, что все силовские подгруппы из Gp< циклические, следует, что в Gpi всего четыре 
класса максимальных сопряженных подгрупп. Так как Gq < Gp> и Gq — циклическая 
группа, то максимальная подгруппа Q из Gq нормальна в Gp>. Подгруппа L =  GrGsQ 
максимальна в Gp<. Рассмотрим теперь подгруппу К  — LGP. Если Q Ф 1, то \тг(К)\ = 4. 
Если предположить, что К  ф то L содержится в некоторой ^-абнормальной макси­
мальной подгруппе К\ из К. Если К\ =  L, то К  — минимальная несверхразрешимая
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группа и \п{К)\ < 3. Противоречие. Пусть К х D L. Тогда L максимальна в К х, при­
чем Ki — минимальная несверхразрешимая группа и \тт(К)\ < 3. Противоречие. Итак, 
К  G Пусть Q — 1. Тогда \п(К)\ =  3, и согласно доказанному выше, К  либо сверхраз- 
решима, либо минимальная несверхразрешимая группа, либо группа типа 2) из данной 
теоремы.

Пусть Lj =  GqGaR, где R — максимальная подгруппа из Gr. Рассмотрим под­
группу Т  — GpL i . Если R ф 1, то |тг(-S’) j =  4, и согласно доказанному выше, Lx 3- 
субнормальна в G. По теореме 1 Т  6 3- Пусть R  =  1. Тогда |7г(Я)| =  3, и согласно 
доказанному выше, К  либо сверхразрешима, либо минимальная несверхразрешимая 
группа, либо группа типа 2) из данной теоремы.

Подгруппы Gq, Gr и Gs циклические, поэтому в GqGrGs три класса максимальных 
сопряженных подгрупп и, значит, в G три класса ^-нормальных максимальных сопря­
женных подгрупп, представителями которых являются подгруппы: GpGqGT, GpGqGsR 
и GpGsGrQ■ Группа G в этом случае является группой типа 9) из данной теоремы.

Пусть теперь Gy не максимальна в G. Тогда Я  — Р  X Gv<, где |Я| =  р. Если 
G$ = Gp, то G — минимальная несверхразрешимая группа и |7r(G)| < 3. Противоречие. 
Пусть Gy С Gp. Тогда G = Pi \ Н . Ввиду дисперсивности группы G GP<G. Пусть М  — 
произвольная 3-нормальная максимальная подгруппа. Если |G : М\ — р'-число, то М 
сверхразрешима. Предположим, что | G : М  | — степень р. Тогда М  =  Pi \ G P>. Gv> содер­
жится в некоторой 3-абнормальной максимальной подгруппе Мх из М. Если М х =  Gp>, 
то М  — минимальная несверхразрешимая группа и \к (М )\ < 3. Противоречие. Зна­
чит, Mi D Gp/. Gp/ максимальна в М х, так как в противном случае G сверхразрешима. 
По лемме 9 Мх — минимальная несверхразрешимая группа и \п(М)\ < 3. Противоре­
чие. Итак, М  сверхразрешима. Ввиду произвольности выбора М  получаем, что G — 
минимальная несверхразрешимая группа и |7r(G)| < 3. Противоречие.

4. Рассмотрим случай |tt(G)| = 5. Согласно лемме 11, в группе G 3-абнормаль- 
ные максимальные подгруппы либо сверхразрешимы, либо являются минимальными 
несверхразрешимыми группами, у которых нормальная силовская подгруппа является 
минимальной нормальной подгруппой. Если в G имеется несверхразрешимая J -абнор- 
мальная максимальная подгруппа Я, то |тг(Я) | < 3 и, ввиду разрешимости группы G, 
|x(G)| < 4. Противоречие. Пусть теперь в G все 3-абнормальные максимальные под­
группы сверхразрешимы. По лемме 2 Gff — р-группа. По лемме 8 либо Ср/ — максималь­
ная подгруппа в G, либо Gp/ — максимальна в 3-абнормальной максимальной подгруппе 
Я  группы G. Если Gp/ не максимальна в G то по доказанному выше |tt(G)| < 3. Оста­
ется случай, когда Gp> —■ максимальная подгруппа в G. В этом случае G — Gp \  Gp> 
и в Gp' найдется максимальная подгруппа Я, не ^-субнормальная в G. Рассмотрим 
подгруппу М  — Gp X Я, |тг(М)| > 4. Ввиду леммы 4, каждая собственная подгруп­
па из Я  ^-субнормальна в G. Подгруппа Я содержится в некоторой 3-абнормальной 
максимальной подгруппе Мх из М. Если Мх — Я, то по лемме 9, М  — минимальная 
несверхразрешимая группа. Противоречие. Значит, Мх D Я  и Я  максимальна в Мх. По 
лемме 9 Мх — минимальная несверхразрешимая группа. Тогда \тг(М)\ < 3. Противоре­
чие. Теорема доказана.

A bstract. The description of finite groups with a dense system of 3-subnormal subgroups is 
obtained in the case when 3  is a saturated Я-closed supersoluble or ^-dispersive formation.
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