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Линейные уравнения с четными решениями

С . П . Д у б р о в с к а я

Рассмотрим линейное уравнение п -го порядка

У и) = О, (t)y + а2 (t)y + ...+а„  ( t )/ 1Ы ), (1)

где at(t) -  непрерывные п раз дифференцируемые на некотором интервале вида ( - а\а) 
функции.

Наличие временных симметрий у решений дифференциального уравнения облегчает 
качественное исследование этого уравнения. В  настоящей статье решается вопрос о сущест­
вовании четных решений у линейного дифференциального уравнения и об их количестве.

Вопрос о наличии четных решений у уравнения (1) сводится к вопросу о наличии ре­
шений с первой четной компонентой у системы

X, = х 2,

1 = *„>
xn =a,{t )x,+a2(t)x2 +... + an{t)xn.

(2)

Пусть

д(0 =

а ,+ { - \ Т %  а2 + ( -1 ) " а 2 

Д , + ( - ! ) "  Д , А22+ (-\ у +]А

Д 1 + Д 1 Д г  Д 2

Д -I ~ Д-1

Д,л~1 +  Д , л - 1

Д  + Д

Д л  _  Д л

Д . л ч + М Г Д . л ч  Д л + ( - 1 )  д

где Д  определяются следующими формулами

Д  j  -  а 1 ’ Д+1,1 -  Дт +  Дл > Д+1,_/ -  Д  +  Д  J-1 +  Я; Дл >

Д  = Д ( - 0 ,  aJ = a J( - t ) .

Справедлива теорема.
Теорема 1. Если функция А(7) = 0, то четными являются те и только те решения 

уравнения (1), начальные данные которых удовлетворяют линейной алгебраической системе

х(,)(0) = 0,/ = 0,2,...,2 |

Д ,(0)у(0) + Д 2(0)у(0) +... + Д п(0)У йЧ,(0) -  0,

Д, (0)у(0) + Д 2 (0)у(0) + ... + Д„ (0)УЯ' ,)(0) = о,
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Доказательство. Рассмотрим произвольное решение y(t) уравнения (1), определен­
ное на симметрично интервале ( ~ а ;а ) . В  силу построения системы (2), решению y(t) урав­

нения (1) соответствует некоторое решение х(7) = (xl(t),x2(t),...,xn(t))T системы (2), также 

определенное на интервале ( - а ;  а ) . Введем функцию V (1) — х, (t) -  х, ( - t ) .
Ее производные

V (p\ t )  = [Ар1х 1 +Ар2х2 +... + Арпх„ + ( -1 )р+1(Ар1х ] + Ар2х 2+... + Ар„х„)]х=х(1)
x = x (- t )

Рассмотрим систему

х, -- х, = О,

х „ + ( -1 Г х „ = 0 ,

ЛцХ, + А]2х  2 + ...  + А]пхп + Апх1 + А]2х 2 + ... + А1пх п = 0 ,

A l X l + J i , 2 X 2 + • • • +  А » , Х П + ( - l ) " + 1 C i , l X l +  А „ г Х 2 +  +  А , п х п )  - Q -

Используя первые п соотношений, получаем систему

(Ai + ( - l ) ”+1̂ n ) xi + (Аг + (~^УАп)х2 + — + (Ап + А п)хп ~
' ..........................................................................................................  (За)

(Ail +  А ] ) Х1 +(А,2~А,2)Х2 + -  +  (Л ш  + ( “  1)”+' Я и) Х» = 0 '

Определитель этой системы равен Д(?) = 0 . Следовательно, система (За), а значит, и 
система (3), имеет бесконечно много решений. Т.е. при выполнении первых 2/7-1 соотно­
шений системы (3), последнее обращается в верное тождество.

Таким образом было показано, что при выполнении условий теоремы 1,
  _    t,X-X

\\x\ + \ 2x2 + - " + \ nx» + (- \ Y +\A p\h+Ap2x2 +--- + Apnxn) = ° -  А это означает, что 

V(2n~X)(t) = 0 . Следовательно, функция V{t) = с0 + cxt + ... + с2пД 2п~2 . Из условий теоремы и оп­

ределения функции V ( ( ) , следует, что V (p)(0) = 0 ,  \fpe  0 , 2/? - 2 .  Поэтому все ср , 

\/р € 0 , 2 / 7 - 2 ,  равны нулю, a V(t) = 0 . Т.е. х, (Г) — эс, (—/) = 0 . Следовательно, 

y {-t)  = y(t) V/ е \,k . Теорема доказана.

Теорема 2. Если хотя бы в одной точке t0 е  (~ а ;а )  верно неравенство Д(/0) Ф 0 , то 
лишь нулевое реш ение уравнения (1) является четным.

Доказательство. В  силу условия теоремы 2 существует окрестность точки t0 O(t0) 

такая, что Vr0 е  O(t0) выполняется неравенство Д (0 ф 0 .  Следовательно, в окрестности O(t0) 
система (За), а следовательно и система (3), имеет единственное решение, причем это реше­
ние х s  0 . И в силу продолжимости решения линейной системы получаем, что V/ 6 (~ а ;а )  
лишь нулевое решение обладает указанным свойством.

Теорема доказана.
Следствие 1. Если at{-t )  = ( -1 )п+'+|а,(/), то четными являются только решения со 

следующими начальными данными х(2,)(0) = 0 , 7 = 0,
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Следствие 2. Пусть для уравнения

у - а у л - by (4)

где a{t),b(t) непрерывно дифференцируемые функции, определенные на симметричном ин­
тервале (- а , а ) , функция

<p(t) = аВл- A b - а В  л-ЬА

где А - ал - а Ъ ,  В - Ь  + ал-Ь2, является нечетной, тогда решения уравнения (4), начальные 
данные которых удовлетворяют условию j>(0) = 0 , являются четными.
Если ж е  А( 0) * 0 , т о  лишь тривиальное решение у = 0 является четным.

• * 9
Пример 1. Рассмотрим уравнение у  =  ~ 2 у  sin t -  (cos t +  sin t ) y .

Так как a(t )  =  cost  +  sin  t -  четная функция, a b (t ) =  2 s in t  нечетная, то согласно след­
ствию 1, четными являются решения с начальными данными у ( 0 )  =  с , с  е  R ,  д ( 0 )  =  0 . 

Пример 2. Уравнение у  -  у s m t  — 2 y i g t  не имеет четных решений, за исключением три­

виального, так как А ( 0 )  =  [co s  t — 2 t g t  sin =  1 ^  0 .

A bstract. Conditions o f  linear equation even solutions are discovered this article.
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