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1. Введение. В работе рассматриваются только конечные группы. Изучение 
радикальных формаций (или, иначе, формаций Фиттинга) конечных групп, в настоящее 
время занимает одно из центральных мест в теории классов групп (см. [1—3]). Однако 
многие классические формации (например, формация всех сверхразрешимых групп, 
формация всех групп с нилыготентным коммутантом), не являются радикальными.

В 1957 году Р.Бэр в [4] установил, что группа сверхразрешима, если она является 
произведением своих сверхразрешимых нормальных подгрупп и имеет нильпотентный 
коммутант. Усиливая этот результат, в работе [5] было доказано, что группа сверхразре
шима, если она представима в виде произведения своих нормальных сверхразрешимых 
подгрупп и является расширением нильпотентной группы с помощью группы с абеле
выми силовскими подгруппами.

Эти результаты приводят к следующему определению
Определение 1.1. Пусть X — •нскот.орый непустой класс групп. Формация 5 

называется радикальной формацией в классе А, если:
1 ) $  является нормально наследственной формацией в классе X, т.е. если из 

G Е 5  П ЭС м iV <l G всегда следует N Е
2) $  содержит всякую Х-группу G =  M N , где М  и N — нормальные З-- 

подгруппы группы G.
Замечание. По определению, пустая формация радикальна в любом классе 

групп, и любая формация радикальна в пустом классе групп.
В связи с изучением формаций, радикальных в классе групп, возникают следу

ющие две естественные общие задачи.
1. Для данной (насыщенной) формации X исследовать (насыщенные) формации 

$, которые являются радикальными в X.
2. Для данной системы (насыщенных) формаций (Зг | г Е 1} исследовать (на

сыщенные) формации X, для которых ^  является радикальной в X для любого i Е I .
Ранее данные задачи (в основном, первая) исследовались для случая, когда X 

совпадает с классом всех разрешимых групп или с классом всех групп. В этой свя
зи отметим ставший классическим результат Р.Брайса и Д.Косси [6] 1972 года, даю
щий описание всех наследственных формаций, радикальных в классе всех разрешимых 
групп (другие результаты см. в [3]). В недавней работе [7] была доказана следующая

Теорема 1.2 [7]. Пусть X — насыщенная наследственная формация и X С Ф21. 
Тогда всякая насыщенная формация. $  является радикальной в X.

В связи с теоремой 1.2 возник вопрос о нахождении насыщенных наследственных 
формаций, содержащих в качестве собственной подформации формацию всех групп 
с нильпотентным коммутантом, для которых выполняется заключение теоремы 1.2. 
Ограничения на такие формации было установлено в следующей теореме, полученной 
з [7]. Пусть Л обозначает формацию всех групп с абелевыми силовскими подгруппами.

Теорема 1.3 [7]. Пусть X  — насыщенная наследственная формация. Пусть для 
любой насыщенной формагщи У выполняется утверждение: $  является радикальной 
в X. Тогда X С Х1Л.
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Настоящая работа посвящена дальнейшему исследованию относительно ради
кальных насыщенных формаций в отмеченных выше двух направлениях.

2. Основная часть. В работе используются обозначения и определения из мо
нографий [1,3].

Напомним некоторые обозначения: 21 — класс всех абелевых групп; 01 — класс 
всех нильпотентных групп; в  — класс всех разрешимых групп; €„ — класс всех я-групп.

Для класса групп X группа G называется минимальной не Х-группой, если сама 
G не принадлежит X, а каждая ее собственная подгруппа принадлежит X. Группа G 
называется примитивной, если в ней найдется максимальная подгруппа с единичным 
ядром.

Следующая теорема позволяет редуцировать вопрос о радикальности данной ло
кальной формации относительно другой локальной формации к рассмотрению анало
гичного вопроса для значений их локальных экранов.

Теорема 2.1. Пусть у и X —- локальные формации. Тогда справедливы следую
щие утверждения:

1) если /  и х — локальные экраны формаций $  и X соответственно и f(p) 
является радикальной формацией в х(р) для каждого простого р, то $  является ра
дикальной формацией в X ;

2) пусть F  и X  — максимальные внутренние локальные экраны формаций $ 
и X соответственно. Тогда и только тогда $  является радикальной формацией в X, 
когда F(p) — радикальная формация в X(р) для каждого простого р.

Для доказательства теоремы 2.1 потребуются следующие леммы.
Лемма 2.2. Пусть | г G 1} — семейство радикальных формаций в классе X. 

Тогда формация f"| $ г также радикальна в X.
г € /

Доказательство осуществляется проверкой соответствующих определений.
Лемма 2.3. Пусть $  и X  — формации, причем $  радикальна в X и п — неко

торое множество простых чисел. Тогда — радикальная формация в 6ДХ.
Доказательство. Пусть G € СУЗ- П <£пХ  и N < G. Тогда G / O n(G) € J П X. Из 

радикальности 5  в X следует, что N 0 7r(G)/07r(G) ~  N/(N С О ДО))  G ■$. Откуда N 6 
« •

Проверим условие 2) определения 1.1. Пусть G =  НК  — б^Х-группа такая, что 
Н и К  — нормальные (ЗУ-З-подгруппы в G. Так как Н € 6Д5, то Н/ОДН) £ Из Н <з6' 
следует, что ОДН)<\С. Аналогично, On(K )< G .  Следовательно, О Д Н )О Д К ) С On(G). 
Из G £ <£пХ следует, что G/ОДС) £ X. Заметим, что G/ОДП) является произведением 
своих нормальных ^-подгрупп H 0 1r(G)/Ow(G) и КОДС)/ОДС). Из радикальности 5 
в X получаем, что G/On(G) G а значит, G €  <Вп^. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 2.1. Установим справедливость утверждения 1). Пусть 
/  и х — локальные экраны формаций X и X такие, что f(p) является радикальной 
формацией в х(р) для каждого простого р. Пусть — 7г(Д) и 7г2 =  7г(Х). Ввиду леммы 
4.5 из [1] имеем $  =  П ^р'^р/(р) и X =  f] <£p'<Spx(p).

peiп рея-2
По условию формация f(p) радикальна в х(р) для любого простого р. Тогда по 

лемме 2.3 формация <Нр/(р ) радикальна в £рх(р). Снова применяя лемму 2.3, получаем, 
что формация (8p'<£p/(p) радикальна в £ р><8рх(р) для любого простого р.

Теперь по лемме 2.2 формация ^ радикальна в X. Утверждение 1) теоремы до
казано.

Докажем 2). Пусть =  7г(Зг) и л2 =  7г(Х) и F  и X  — максимальные внутренние 
локальные экраны формаций 5  и X соответственно. Ввиду теоремы 3.3 и леммы 4.5
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из [1], 5  — Р) (Ep>F(p ) h X =  р  £р>Х(р). По лемме 2.3 формация (£p/F(p) радикальна в

р €тт г pew 2
£р'Х(р) для любого простого р. Теперь, применяя лемму 2.2, получаем, что формация 
5 радикальна X.

Пусть 5  — радикальная формация в X, F  и X  — максимальные внутренние 
локальные экраны формаций 5 и X соответственно. Пусть G — группа минимального 
порядка такая, что G =  Н К  G X(р).  где Н и К  — нормальные А(р)-подгруппы в G, но 
G * F ( p ) .

Так как F(p) и X  (р) — формации, то G имеет единственную минимальную нор
мальную подгруппу N.  Так как F(p) — <JlpF(p)  и G ф А(р), то в силу выбора группы 
G получаем Op(G) — 1. Тогда по теореме 10.6 [3, стр. 176] существует точный непри
водимый G-модуль U над полем из р элементов Fp. В этом случае G* =  [U]G, где U — 
единственная минимальная нормальная подгруппа группы G*, и U — Софи)  =  F(G*). 
Заметим, что FP(G*) =  U. Так как G*/U ~  G G X и G /FP(G*) =  G*/U ~  G G Х(р),  т. е. 
U — ^-центральный фактор, то G* G X. Группа G* =  Н * К *, где Н* =  UH, К* =  НА", 
при этом Н* и К* — её нормальные подгруппы. Так как А(р) =  pF(p), Н € А(р), 
A' G F(p)  и U — р-группа, то /Г* G А(р) С ^ и  К* G А(р) С Поскольку $  — радикаль
ная формация, то G* G Но тогда по лемме 4.5 из [1] G*jFp(G*) =  G*/U ~  G G А(р). 
Противоречие.

Значит, А(р) — радикальная формация в X(р)  для всякого простого р. Теорема 
доказана.

Замечание. Теорема 2.1 расширяет соответствующий результат Л.М.Слеповой 
из [8], полученный в случае, когда формация X совпадает с формацией всех групп.

Теорема 2.1 является полезной для нахождения приложений для конкретных 
локальных формаций. Приведем некоторые из них.

Напомним, что согласно [3], ранговой функцией называется отображение R : р —» 
R{p), которое каждому простому числу р ставит в соответствие некоторое множество 
натуральных чисел R(p). Для этой функции в [3] определяется класс групп

5(A) =  (G € & | для всех простых р G 7r(G) каждый главный р-фактор из G
имеет ранг, принадлежащий А(р)), 

который является формацией.
В случае, когда 5(A ) является насыщенной формацией, ранговая функция назы

вается насыщенной (см. [3], стр. 484). Говорят, что ранговая функция А имеет полную 
характеристику, если А(р) ф 0  для всех простых р.

Если задана ранговая функция А, то согласно [3] для каждого простого числа р 
определяются

7г(р) =  А(р) П Р и
е(р) =  {pm -  l|m G А(р)}.

Через 2t7r(p)/(e(p)) обозначается класс всех абелевых 7г(р)'-групп с экспонентой, делящей 
е(р), который является формацией.

Согласно [3] выполняется следующая
Лемма 2.4 [3]. Пусть А насыщенная ранговая функция полной характери

стики. Тогда А удовлетворяет следующим условиям:
RF1: Если п € R(p) и т\п,  то т G А(р);
RF2: Если { т , п }  С А(р), то тп G А(р);
RF3: Если р и q —  различные простые числа, q G А(р) и т G A(g) , rno qm — 1 G

Д(р);
RF4: Если простые числа р и q и натуральное число г удовлетворяют условиям
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(г) р | (q™ — 1) для некоторого rn € R(q),
(гг) q | (рп — 1) для некоторого п £ R(p),
(Hi) г  | (pk — 1) для некоторого k £ R(p),
(iv) v е  R(p), г е  R(q), 
тогда, г £  R(p) ■

Локальный экран формации 3(R) в случае, когда R — насыщенная ранговая 
функция, описан в теореме 2.18 [3, стр. 490], которую сформулируем в виде леммы.

Лемма 2.5 [3]. Пусть R — ранговая функция, и $(R)  — локальная, формация, 
определенная локальным экраном /  таким, что f(p) =  21тг(р)'(е(р))втг(р) для каждого 
простого р. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(a) R является насыщенной ранговой функцией;
(b) R удовлетворяет условиям RF1-R F4;\hm-m
Для доказательства следующего основного результата нам потребуются ряд

лемм.
Лемма 2.6. Формация XIА является наследственной насыщенной формацией, 

имеющей постоянный локальный экран f  такой, что f(p) =  А.
Доказательство осуществляется проверкой соответствующих определений.
Лемма 2.7. Пусть 3  — формация, состоящая из абелевых групп. Тогда 5 — 

радикальная формация в А .
Доказательство. Пусть Л-группа G  — Н К  такая, что Н  и К  — нормальные 

3-подгруппы в G. Индукцией но порядку группы G покажем, что G £ 3
Пусть N  — минимальная нормальная подгруппа в G. Для G /N  все условия тео

ремы выполняются. По индукции G /N  £ Поскольку 3 и X — формации, то можно 
считать, что N  — единственная минимальная нормальная подгруппа в G и |А| =  ра, 
где р — простое число.

Так как Н и К  — абелевы нормальные подгрупы в G, то G  =  Н К  является 
нильпотентной группой. Так как в G имеется единственная минимальная нормальная 
подгруппа N, то G  — р-группа,. Из G £ Л  следует, что G  абелева, более того, она 
является циклической.

Поскольку G =  Н К , то либо G — Н, либо G =  К . Следовательно, G £ 3- Лемма 
доказана.

Лемма 2.8. Пусть 3  и — формации, тг(3) П 7г(Д) =  0  и X  — нормально 
наследственная формация. Если 3  радикальна в X, то 3 #  радикальна в X.

Доказательство. Пусть X-группа G  =  Н К , где II и К  — нормальные ЗЛ- 
подгруппы в G.

Обозначим 7г =  7г($). Так как II £ 3£); то Н® £  3- Так как 7г(3) П?г' =  0  и Н ОС, 
то — Нп — 7г-холлова подгруппа в Н , причем Нп <1 G. Аналогично, К ^ — К п -  
7г-холлова подгруппа в А  и К п <1 G. Тогда Gn — /7,т АД - -  тг-холлова подгруппа в G и 
Ож<\G. Так как X — нормально наследственная формация, то Gn £ X. Отсюда G £ ЗА  
Лемма доказана.

Теорема 2.9. Пусть R — насыщенная ранговая функция, тогда 3(A) — ради
кальная формация в 91 А.

Доказательство. Пусть R — насыщенная ранговая функция. Тогда согласно 
лемме 2.5 формация 3(A) имеет внутренний локальный экран /  такой, что /(р) =  
917г(р)'(е(р))втг(р) для любого простого р. Поскольку 7г(21 -п{ру{е(р))) П7г(р) — 0 , то приме
няя последовательно леммы 2.7 и 2.8 получаем, что /(р) является радикальной форма
цией в А  для любого простого р. Но тогда по лемме 2.3 для любого простого р значение
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максимального экрана УХрф(р)  формации $ ( R )  является радикальной формацией в УХРА .  
Согласно лемме 2.6 формация 9ХА имеет максимальный локальный внутренний экран 
F  такой, что F ( p )  =  УХРА  для каждого простого р. Но тогда по 2) теоремы 2.1 получаем, 
что $ ( Я )  — радикальная формация в УХА. Теорема доказана.

В связи с отмеченными выше результатами возникает задача нахождения для 
данной локальной формации $  наибольшего класса (локальной формации, класса Шун- 
ка) X, для которого $  является радикальной.

Если р — простое число, то через А р-\ будем обозначать класс всех групп, у 
которых силовская q-подгруппа является абелевой для каждого простого числа <у, де
лящего р — 1. Пусть 03 — локальная формация, имеющая локальный экран /  такой, что 
f{p)  =  Ap-i для каждого простого р.

Отметим следующий результат.
Теорема 2.10. Формация всех сверхразрешимых групп А является радикальной

в <В.
Для доказательства теоремы потребуется следующая
Лемма 2.11. Пусть $  — формация, содержащаяся в 2lp_i. Тогда $  является 

радикальной фомацией в А р~\.
Доказательство с небольшими изменениями проводится аналогично лемме 2.7.
Доказательство теоремы 2.10. Как известно, формация всех сверхразрешимых 

групп Я имеет внутренний локальный экран /  такой, что f (p)  =  2lp_i для каждого 
простого р. Согласно лемме 2.11 фомация Qlp_i является радикальной в А р-\. Но тогда 
по 1) теоремы 2.1 фомация Я является радикальной в 1В. Теорема доказана.

Неизвестно, является ли формация 18 наибольшей (по включению) среди всех ло
кальных наследственных формаций, в которых Я радикальна. В связи с этим вопросом 
интересна следующая теорема.

Теорема 2.12. Пусть X — насыщенная наследственная формация. Тогда сле
дующие утверждения эквивалентны:

1) формация 9121 является радикальной в X;
2 ) X  С УХА.
Нам потребуются следующие известные результаты.
Лемма 2.13 [4]. Пусть G — примитивная группа, имеющая единственную 

минимальную нормальную подгруппу N . Тогда справедливы следующие утверждения:
1) если N абелева, то N =  F(G)  =  Cq (N);
2) если N неабелева, то F(G)  =  1.
Доказательство следует из теорем 15.2 и 15.6 [4, стр. 53-54].
Лемма 2.14 [7]. Всякая минимальная не A -группа является примарной мини

мальной неабелевой группой.
Лемма 2.15 [7]. Пусть G — группа с единственной минимальной нормальной 

подгруппой N, которая неабелева. Еслир —- простое число, делящее |iV|; то существу
ет точный FPG-модуль А и соответствующее фратиниевое расширение А  >—> Е -»  G.

Доказательство лемм 2.14 и 2.15 можно найти в [7].
Доказательство теоремы 2.12. Предположим, что множество X \ 91Д не пусто и 

G — группа минимального порядка из Х\9Т4. Так как X — наследственная формация, то 
G является минимальной не 9Т4-группой. Поскольку X  и УХА — насыщенные формации, 
то G имеет единственную минимальную нормальную подгруппу N — 6-'014 и Ф(С) =  1. 
Рассмотрим два случая.

Случай 1. Пусть N — абелева р-группа, где р — некоторое простое число. Так 
как Ф(С) — 1, то найдется максимальная подгруппа М  группы G такая, что G =  NM.
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Заметим, что N  П М  <1G. Тогда из единственности N  следует, что N  П М  =  1, а значит, 
Mg =  1. Следовательно, G — примитивная группа. Тогда N  — Cg { N ) =  F{G)  по 1) 
леммы 2.13. Так как G А 01 А, то G/N ~  М  не принадлежит А.

Пусть С  — максимальная подгруппа из М.  Обозначим R =  NC.  Ввиду выбора 
G получаем, что R Е 01 А. Согласно лемме 2.6 формация 01А имеет локальный экран /  
такой, что f (p)  =  А  для любого простого р. Но тогда по лемме 4.5 из [1] получаем, что 
R/FP(R) Е f(p)  =  А.

Заметим, что Op'(R) С CR( N ) =  N. Отсюда Op>(R) — 1. Следовательно, FP(R) — 
р-группа, Тогда R/FP(R) =  CN/FP{R) =  CFP{R)/FP(R) ~  С/С П FP(R) е  А.

С другой стороны, из М  Е 01А следует, что M/F(M)  Е А.  Тогда по лемме 3.9 
из [1] F{M)  — р'-группа, Так как А  — наследственная формация, то CF( M) /F( M)  Е А. 
Таким образом, С/С О F( M)  Е А  и С/С П FP(R) Е А.

Поскольку FP(R) — р-группа, F( M)  — р'-группа и А  — формация, то С /С  П 
FP(R) П F( M)  cz С Е А.  Учитывая наследственность формации А, получаем, что М  
является минимальной не A -группой. По лемме 2.14 имеем, что М  — минимальная неа
белева с/~групиа для некоторого простого q. Поэтому в М  найдутся две максимальные 
подгруппы М\ и М2. Так как М  — нильпотентная группа, то Мг <] G, г =  1, 2. Из того, 
что М  — минимальная не А-группа, следует, что Mi Е А  для г — 1,2. В этом случае 
Ti =  N Му и Т2 =  N M -2 — нормальные 94А-подгруппы группы G и Т{12 =  С . Пусть 
Ъ =  94А. Так как £  — насыщенная формация, то ввиду условия теоремы получаем, что 
G Е Ъ =  91 А. Получили противоречие с выбором группы G. Таким образом, доказано, 
что X П б  С 91А.

Случай 2. Пусть N — неабелева группа. Тогда N  представима в виде прямого 
произведения изоморфных простых неабелевых групп. Из 2) леммы 2.13 имеем, что 
F(G) — 1. Поскольку G £  А, то найдется минимальная не А-подгруппа Н группы G , 
которая, как нетрудно видеть, примарна. Так как N  неразрешима, то |тг(Дг)| > 3 и 
найдется р Е 7г(N)  такое, что р £  тг(//). Тогда по лемме 2.15 существует точный FPG- 
модуль А и групповое расширение А >—» Е -»  G такое, что в Е имеется нормальная 
р-подгруппа К  такая, что К  G'-изоморфна, А, К  С Ф(Е) и Е/К  ~  G.

Поскольку G Е X  и X — насыщенная формация, то Е Е X. Рассмотрим Н* — 
прообраз подгруппы Н  при естественном гомоморфизме а : Е  —> Е/К  ~  С . Так как 
Н*/К ~  Н  и К  — р-группа, где р (/ л (II ), то К  — нормальная силовская р-подгруппа 
в Н*. По теореме Шура—Цассенхауза в Н* найдется подгруппа Т  такая, что Н* =  К Т  
и (|Я* : К\,\Н* : Т|) =  1. Заметим, что Т  ~  Я  и К  С F(H*). Если К  С Я(Я*), 
то F(H*)  =  F{H*)  П I P =  F(H*) П K T  =  K(F(H*)  П T) и F{H*)  П T ф 1. Пусть 
q E тг(Я(Я*) П T). Ясно, что q A P- Тогда для силовской д-подгруппы Q из F(H*)  
выполняется Q С Ср(н-){К) Q Сд*(К)  =  1. (Так как К  G'-изоморфна А и А — точный 
Я G-модуль, то Cg(A) — 1.) Получили противоречие. Следовательно, F{H*)  =  К и 
H*/F(H*) =  Н*/К АЛ.  Поэтому Н* А 94А.

Но, с другой стороны, Е Е X и X — наследственная формация. Поэтому Я* € X. 
Очевидно, что Н* разрешима. Поэтому Я* Е X  П 6 . Но выше было доказано, что 
X П © С 91 А. Поэтому Н* Е 94А. Получили противоречие. Следовательно, 36 С 94А.

Пусть теперь X С 91А. Покажем, что формация 9121 является радикальной в X. 
Для этого, согласно определению 1.1, достаточно показать, что 9121 является радикаль
ной формацией в 94А. Согласно лемме 2.7 формация 21 радикальна в А. Но тогда по 
лемме 2.3 формация 94р21 является радикальной в 94РА. Согласно [1] формации 9421 и 
91А имеют максимальные внутренние локальные экраны Я  и Я2, соответственно, та
кие, что Fi(p) — 91р21 и F2(p) =  94рА  для любого простого р. Отсюда по 2) теоремы 2.1
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формация 0121 радикальна в 01 Д. Теорема доказана.
3. Заключительные выводы, открытые вопросы. Пусть 3  — радикальная 

формация в классе X. Тогда в любой Т-группе G существует 3-радикал G$, т. е. наи
большая нормальная З-пОДгруппа в G. В связи с этим замечанием отметим следующие 
следствия из полученных выше результатов.

1. Если R — насыщенная ранговая функция, то любая группа, являющаяся рас
ширением нильпотентной группы с помощью A -группы обладает 3 ( Д)-радикалом.

Рассматривая различные насыщенные ранговые функции, можно получать ра
дикальные в 0L4 формации. В частности, если R(p) =  {1 } для любого простого р, то 
3(Д) — формация всех сверхразрешимых групп. Также является насыщенной следую
щая ранговая функция: R(p) =  {1 }, если р =  2, и R(p) — {2* | г е  N}, если р ф 2. Другие 
примеры насыщенных ранговых функций можно найти, например, в [3].

2. Если 03 — формация, определенная локальным экраном /  таким, что f(p)  =  
Ар_1 для каждого простого р, то любая 03-группа имеет сверхразрешимый радикал.

Отметим также два открытых вопроса, связанных с нашими исследованиями.
Вопрос 1. Пусть 3  ~  наследственная насыщенная формация. Существует ли 

среди наследственных насыщенных формаций X таких, что 3  радикальна в X, наи
большая (по включению) формация?

Вопрос 2. Является ли формация 0121 всех групп с нильпотентным коммутан
том наибольшей (по включению) наследственной насыщенной формацией, для которой 
любая насыщенная (наследственная) формация является радикальной в ней?

A bstract. A formation 3  is called radical in 3: if: 1) 3  is an ^-closed formation in 2) if 
G — H K  is an 3f-group, where H , К  < G and H, К  6 3 then G £ 3-

In this paper saturated formations 3  and X such that 3  is radical in X, are studied.
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