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1. В веден и е. Рассматриваются только конечные группы. Пусть X — непустой 
класс групп. Подгруппа Н  группы G называется 36-проектором группы G , если Hv 
является максимальной 36-подгруппой в (У- для любого эпиморфизма у? группы G [1). 
Если II является 36-проектором в любой ее содержащей подгруппе группы G, то Н 
называется ^-покрывающей подгруппой [2]. Примерами 36-проекторов являются карте- 
ровы подгруппы разрешимых групп, 7г-холловы подгруппы разрешимых групп, силов- 
ские подгруппы конечных групп, когда, соответственно 36 —■ класс всех нильпотентных 
групп 6R, класс всех разрешимых 7г-групп 6*-, класс всех р-групп 9Тр. В 1963 году Га- 
шюц [3] для насыщенной формации X, в 1967 году Шунк [4] для класса Шунка X 
доказали существование и сопряженность 36-покрывающих подгрупп (36-проекторов) в 
разрешимых группах. В 1979 году Эриксон [5] установил для класса Шунка 36 существо
вание 36-проекторов (сопряженность которых не всегда имеет место) в любой конечной 
группе. Отметим, что для класса Шунка 36 множество 36-проекторов совпадает с мно
жеством 36-покрывающих подгрупп в любой разрешимой группе |lj. Возникает вопрос: 
как вложение 36-проекторов в группу связано с ее свойствами? В настоящей работе 
исследуются группы, в которых 6-проекторы являются S'-достижимыми подгруппами 
для некоторого класса групп S- Получены свойства классов, состоящих из таких групп.

2. О сн овн ая  часть . Пусть S ~  непустой класс групп. Подгруппа Н группы G 
называется S’-достижимой [6], если существует цепь подгрупп Н — Я 0 С Н 1 С . . .  С 
Нп — G  такая, что либо 11,..i нормальна в Я ;, либо Hi/СогенХНг-\) 63 S для всех 
г — 1 , . . . ,  п.

Подгруппа Н группы G называется S-субнормальной [6, 7], если либо Н — С. 
либо существует максимальная цепь подгрупп Н =  Я0 С Hi С . . .  С Нп =  С  такая, что 
Н г/Согещ {Н г-1) €3 s  для всех г =  1 , . . . .  п.

Используя лемму 3.1.1. из [6] и лемму 1 из [8] запишем известные свойства 3- 
достижимых подгрупп.

Л ем м а  2.1 [6, 8]. Пусть S  — наследственная формация. Тогда справедливы, 
следующие утверждения:

1) если II  — подгруппа из G и G 5 С Н, то И  — S -достижимая подгруппа 
группы G;

2) если II — S -достижимая подгруппа группы G, то II П К  - S -достижим,ая 
подгруппа К  для любой подгруппы К  группы G ;

3) если Н\ и Н -2 ~  3 -достижимые, подгруппы группы G, то Н\ П Я 2 S- 
достижимая подгруппа группы G;

4) если Я  — 3 -достижим,ая подгруппа К  и К  — 3 -достиэюимая подгруппа груп
пы G, то Я — 3 -достижимая подгруппа группы G.

5) если Я  — 3 -достижимая подгруппа в G, то Н х — 3 -достижимая подгруппа 
группы G для любого х  G G.

Из леммы 1.2.14 [6] получается
Л ем м а  2.2 [6]. Пусть 3  — непустой гомоморф, Я и N  — подгруппы группы G . 

причем N  нормальна в G. Тогда справедливы следующие утверждения:

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Конечные группы е достижимыми проекторами 15

1) если Я  — 3 -достижимая подгруппа группы G, то IiN /N  — 3 -достижимая 
подгруппа группы G/N;

2) если N  С Я  и Ii/N  — 3 -достижимая подгруппа группы G/N, то И  $- 
достижимая подгруппа группы G.

Из леммы 1.2.12 [6] получается
Л ем м а  2.3 [6]. Пусть 5  — непустой гомоморф, Н и N  — подгруппы группы С , 

причем N  нормальна в G . Тогда справедливы следующие утверждения:
1) если Н  — 3 -субнормальная подгруппа группы G, то HN/N — 3- 

субнормалъная подгруппа группы G/N;
2) если N  С Н и H/N — 3 -субнормальная подгруппа группы G/N, то И 

$ -субнормальная подгруппа группы G.
Л ем м а  2.4 [5]. Пусть X — гомоморф. Тогда справедливы следующие утвержде

ния:
1) если Е  — Х-проектор группы G и N  < G, то EN/N  — Х-проектор фактор

группы G/N;
2) если W  — подгруппа из G, N<iG, N  С W  и W/N — Х-проектор факторгруппы 

G/N, то каждый Х-проектор из W  является Х-проектором группы G.
Введем следующее
О п редел ен и е 2.5. Пусть X и 5 ~ непустые классы групп. Определим классы 

групп ХГщ и Х 8Щ следующим образом:
Х ГПд — (G\ всякий 36-проектор группы G является ее достижимой подгруппой),
Х 8Пд — (Gj всякий Х-проектор группы G является ее ^-субнормальной подгруп

пой).
Легко заметить, что если X и 5 непустые классы групп, то X С Х 8щ Q %гщ ■ 

Также для непустого класса групп 35 С 3  очевидны следующие включения X s„ 5 Q 
и ХТщ С ХГщ .

Напомним, что класс Шунка -- это непустой гомоморф X , для которого из усло
вия G / С огес(М ) € X для любой максимальной подгруппы М  из G всегда следует 
О е  X.

Л ем м а  2.6. Если X  — класс Шунка, 3  — непустой наследственный гомоморф), 
то 3  Х$п^.

Доказательство. Возьмем любую группу G 6 3- Рассмотрим произвольный X- 
проектор Н  группы G. Если Н  =  G, то G  € X С ХТЩ. Пусть Н  Ф G. Рассмотрим 
максимальную цепь подгрупп Н  =  Н0 С Н\ С ... С Нп =  G. Так как G € 3  и 3 
наследственный класс, то €  3- г =  1, Из того, что 3  — гомоморф, следует 
Hi/CoreHi(Hi-i) G 3, г =  1,...,?г. Это означает, что Н — З-субнормальная подгруппа 
группы G  и G £ X sn,.  Итак, 3  Q Х 8Щ. Лемма доказана.

Отметим, что в общем случае Xr„ s % X и Xrns % 3-
П ри м ер  2.7. Пусть X  =  91, 3  =  И — класс всех сверхразрешимых групп, С — S4 

симметрическая группа степени 4, Н — силовская 2-подгруппа группы G. Так как 
| Я  |= 23, Н — Ng(H),  то Н  является картеровой подгруппой группы G, а значит, ее 
01-проектором. Рассмотрим цепь И  С G. Четверная группа Клейна V4 =  С о гес (Н )  и 
G / С о ге Д Н ) € И. Это означает, что Я  — it-субнормальная подгруппа группы G. Из 
сопряженности 01-проекторов в группе G  и утверждения 5) леммы 2.1 получаем, что 
G  G 01SHii, но G ф 01. Значит, 01snu % 01, а следовательно, 01 г„ и %. 01.

П ри м ер  2.8. Пусть X — 013, 3  =  01, G  =  S3 — симметрическая группа степени 
3, Я  — силовская 3-подгруппа группы G. Тогда Я  является Х-проектором в G. причем 
Я  <1 G. Поэтому G € Xrnj. Так как G ф 3, то Хгщ ф 3-
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Л ем м а  2.9. Пусть X — класс Шунка, 5  — непустой наследственный гомоморф. 
Тогда и только тогда 36snj — X, когда $  С А.

Доказательство. Если Хзщ — X , то из леммы 2.6 получаем, что £  С j£sn — X.
Пусть теперь р С 36. Как было отмечено выше, X С Хзщ. Пусть 67 £ 36Wv Рас

смотрим любой 33-проектор Я  группы G. Если Н  ф 67, то найдется максимальная цепь 
подгрупп Н  — Н0 С  Hi С . . .  С Нп — G такая, что Н11С огеИфН^ф) £ $  для любого 
г =  1 ,2 ,..., п. Для г =  п имеем G jC orecX H n~\) £ Так как Н С огес {Н п- { ) /CoreG{Hn-.\) 
— максимальная 36-подгруппа в G/CoreG{Iin- i )  и J  С X, то Я 7г_ i Э H C oreG(H п^ )  =  
G ф Я п_ j. Получили противоречие. Значит, G — Я  £ X и 36s„ , £ Т. Итак, Х Ш7. — Т. 
Лемма доказана.

Л ем м а  2.10. Если X — класс Шунка, то Хгпх П 6  =  Х Гу.,п П ©.
Доказательство. Возьмем любой 33-проектор Я  группы С  £ Хгп,м П б . Для Я =  

G  имеем G £ X С ХГПх. Пусть Я  ф G. Тогда существует цепь подгрупп Я =  Я 0 С  Я] С 
... С  Я „ — 67 такая, что для каждого г — 1, ...,п  либо Я ,_ i <3 //,, либо Щ /СогенфН^ Д  G 
91. Если выполняется Я , _ 1  < Hi для всех г — 1 ,...,п , то Я  является субнормальной 
подгруппой группы 6г. Предположим, что существует г такое, что Н.фСогецфН^ф) £ 
91. Тогда для такого г имеем Н ^х/СогенфН^х) < oH.j/CoreHi(H j-i)  и следовательно, 
Я*_1 <]<Я7. Значит, Я  является субнормальной подгруппой группы G, а следовательно. 
36-достижимой подгруппой и Хгпщ П б  С Х ГПх П б .

Покажем обратное включение. Пусть G £ Хгпх П б . Если G £ X, то G £ Хгпщ П б . 
Пусть G ф X. Тогда для любого 36-проектора Я  группы G существует цель подгрупп 
Я  -  Яо С Я } С ... С Нп =  G такая, что либо Пг-\ о Нг, либо Н^/СогедфЩ -Д  6 36 для 
г =  1 , 2 , . . . ,  п. Рассмотрим г, для которого Я»/Coreя,. (Я*_i ) € Т. Так как 6т разрешима, 
то Я  является 36-покрывающей подгруппой в 67. Поэтому Я,_] Э H C oreG(H.t^\) — /7, Э 
Я г_ ь  то есть Яг_ 1  =  Я*. Это означает, что Я;_д < Я/ для любого г =  1 , 2 , . . . ,  п.. Поэтому 
Я  — 91-достижимая подгруппа группы 67 и 67 6 Хгщ, П б .  Итак, 3£г-Пх П © С ХГПщ П 6 . 
Лемма доказана.

Л ем м а  2.11. Пусть X  — класс Шунка. Тогда и только тогда Х ГПх П© =  36П6.  
когда 91 С X.

Доказательство. Если ХГПх П б  =  X  П б ,  то из того, что во всякой нильпо- 
тентной группе 67 ее любой 36-проектор является субнормальной, а следовательно, 36- 
достижимой подгруппой, получаем, что 67 £ 91 С ХТПх П б  =  ^ П б .

Пусть теперь 91 С 36. Так как ЗбПб С ХГПх П б . то докажем обратное включение. 
Пусть 67 £ ХГПх П 6 ,  но 67 ф 36. Рассмотрим любой 36-проектор Я  группы G. Так как 
Я  ф 67, то найдется цепь подгрупп Я  =  Я 0 С  Н г С ... С Нп =  67 такая, что либо 
Лt _ j < Hi, либо Щ /Саген .{Щ -1) £ X для г =  1,2, . . . , п .  Рассмотрим г, для которого 
Нг/СогенфН^ф) £ X. Из разрешимости 67 следует, что Я  является 36-покрывающей 
подгруппой в 67. Поэтому Я ; _ 1  О H C orec{H i_ j) =  Я, Э Я г_ 1 . Значит, Я*_ t =  Н, 
Откуда Н — субнормальная подгруппа группы G'. Из 91 С 36 получаем, что Я  =  NG( H ). 
Поэтому Я  =  67. Противоречие с выбором 67. Итак, 6' G X. Поэтому 36ГПл П б  С Х П б .  
Лемма доказана.

Л ем м а  2.12. Пусть X — класс Шунка, У — непустой наследственный гомо
морф, содержащий 91. Тогда и только тогда Хгп$ П б  =  1 П б ,  когда 5  П б  С 36.

Доказательство. Пусть 36r)lJ П б  =  I  П 6 .  Возьмем группу G £ р П 6 .  Если 
G ф. 36, то G ф Н для любого ее 36-проектора Я . Поэтому существует максимальная 
цепь подгрупп Я  -  Я 0 С  Я } С . . .  С Я п_ i С Я п — 67. Из того, что р — наследственный 
гомоморф, получаем Я; /  67or е #  s (Я ,_ j ) £ р. Но тогда Я  — J -субнормальная подгруппа 
группы 67. Отсюда получаем, что 67 £ 368Пг П б  С 36г„ г П © =  X П б .  Противоречие.
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Итак, С е Х и ^ П б С ! .
Если 5  П 6  С  то из 91 С X и леммы 2.11 получаем, что X П © С Xrnjf П б  С 

ХГПх П © =  X П б .  Лемма доказана.
Через N( X)  обозначается класс всех групп, в которых любой Х-проектор явля

ется нормальной подгруппой [1].
Л ем м а  2.13. Пусть X — класс Шунка. Тогда и только тогда N( X)  =  Xrn.,.t, 

когда любой X-проектор группы G Е Х ГПот является пропормалъной подгруппой в G .
Доказательство. Пусть любой Х-проектор группы G € Хгп<я является пронор- 

мальной подгруппой. Очевидно, что N( X)  С Х гпп. Используя рассуждения из леммы 
2.10, получаем, что любой Х-проектор Н  группы G € Хгп„  является субнормальной 
подгруппой группы G. Из пронормальности И  в G по лемме 17.5 из [7] заключаем, что 
Н <G . Следовательно, G Е N( X) .  Таким образом, N( X)  =  ХГПт.

При N( X)  =  Х ГПт обратное утверждение леммы очевидно. Лемма доказана.
Т еор ем а  2.14. Пусть X и $  — непустые гомоморфы. Тогда справедливы, следу

ющие утверждения:
1) если X — класс Шунка, то Х Гщ и Х зщ — гомоморфы,;
2) если X — насыщенная формация и $  — наследственная формация, то Х г„ 5 и 

X sn$ — формации.
Доказательство. Пусть N  — произвольная нормальная подгруппа группы G  € 

Х Тщ . Возьмем любой Х-проектор R/N  группы G/N. В R  существует Х-проектор Н. 
По лемме 2.4 Н  является Х-проектором в G, a HN/N — Х-проектором в G /N . Так как 
HN/N  — максимальная Х-подгруппа в G/N  и HN/N  С R/N Е  X ,  то HN/N — R/N. Из 
G Е ХГщ следует, что Н — достижимая подгруппа группы G. По лемме 2.2 HN/N =  
R/N — достижимая подгруппа группы G/N. Следовательно, G/N Е  X rnj.

Покажем, что класс Хгщ /С-замкнут индукцией по порядку группы С. Пусть G 
-  группа наименьшего порядка такая, что существуют нормальные в G подгруппы N\

Пусть N\ П Аг2 ф 1. Выберем в G минимальную нормальную подгруппу N . содер-

Таким образом, N\ П N2 — 1. Так как X — насыщенная формация, то возьмем 
в группе G  Х-проектор Н. Тогда HNj/Ni Х-проектор в G/Ni, г =  1, 2. Из G/Ni Е Хгп$ 
стедует, что HNi/Ni — достижимая подгруппа группы G/Ni, г =  1,2. По лемме 2.2 
HNi — достижимая подгруппа группы G, i — 1,2. По лемме 2.1 H Ni П I IN2 J- 
лостижимая подгруппа группы G. По теореме 1 из [9] и лемме АЛЛ из [2] II N\ П /7 N 2 =  
Я  (Ад П N2) — Н. Следовательно, получаем противоречие G/N\ П N2 — G Е  X r„.s .

Доказательство того, что Х 3щ является формацией, проводится аналогично, ис
пользуя свойства ^-субнормальных подгрупп из леммы 2.3, а также лемму 3.1.3 из [6]. 
Теорема доказана.

С л ед стви е  2 .14.1. ЕслиХ насыщенная формация, то А?(Х )П 6  — формация.
Доказательство. Так как насыщенная формация является классом Шунка. то 

из леммы 2.13 получаем, что Х гп.„ П © =  N( X)  П ©. Поэтому по теореме 2.14 N( X)  П © 
формация. Следствие доказано.

Т еор ем а  2.15. Если X — насыщенная формация, то N( X)  П б  -  насыщенная 
формация.

Доказательство. По теореме 2.14 N (X)  П 6  — формация.
Пусть G/Ф(G) Е N( X)  П 6 .  Возьмем произвольный Х-проектор И группы G. 

Т< тся з .̂Пр0ек-ГОрОМ группы 6 '/Ф (6 '). Поэтому, НФ(С)/Ф(С) <
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6'/Ф ((?). Откуда НФ(С)  <з G. Обозначим К  — ЯФ (б'). Так как G/Ф{0)  G G, то G 
разрешимая группа. Тогда II и Нх для любого х  G G являются ^-покрывающими 
подгруппами в С,  а значит, и группы К.  Кроме того, Н  и Н х сопряжены в К.  По 
обобщенной лемме Фраттини G — NG{ H ) K  =  NG(H)HФ(G) ~  NC{H).  Следовательно, 
G  € N( X)  П 6 .  Теорема доказана.

3. З акл ю чен и е. Покажем, что в теореме 2.14 в утверждении 2) насыщенную 
формацию X  для X sns нельзя заменить на класс Шунка.

П ри м ер  3.1. Пусть X =  (G  G G| G/G' есть 2 '—группа), $  — В [9] показано, 
что X является классом Шунка. Рассмотрим группу G  =  Н  х Со ~  Н х С2*, где \С2\ =  
\С2*\ =  2, подгруппа Н  =  [QejCy где Q$ —- группа кватернионов порядка 8, С3 
циклическая подгруппа порядка 3 из AutQ$. Подгруппа Н является ^-проектором в G  и 
И =  Согеа(Н).  Имеем G/Н ~  С2 ^ 913, G/C2 - Н е Х С  X sn, ,  G/C2* ~  Н е Х  С Xsn$. 
Но G/Co П С2* — G Xsщ . Следовательно, 3tsn;j не является формацией.

Гашюц в [1] доказал, что в классе разрешимых групп N( X)  для класса Шунка 
Т является классом Шунка. Теорема 2.15 уточняет этот результат для насыщенной 
формации X .

Покажем, что обратное утверждение к теореме 2.15 не имеет места.
П ри м ер  3.2. Пусть X =  (G € ©| G/G' есть 2'—группа). В [1] установлено, что 

X является классом Шунка, N{ X)  П 0  =  0 .  Тогда N( X)  П 6  — насыщенная формация. 
Так как X  не До_замкнУт) то % не является формацией.

A b stra ct. Let, 5  be a non-empty class of groups. A subgroup H of a group G is called an in
accessible if there is a chain H =  Но С Hi С . . .  С Hn =  G such that for every i =  1,2 u
either J/j_  1 is normal in Hi or H ijСогещ(Н^х)  G In the paper the properties of finite 
groups with 3-accessible ^-projectors for for Schunck class X are studied.
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