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^-насыщенной формации

И. П. Ш а б а л и н а

Все рассматриваемые нами группы конечны. Класс групп называется формаци
ей, если он замкнут относительно взятия гомоморфных образов и подпрямых произве
дений. Напомним, что подгрупповой функтор Скибы т [1] сопоставляет каждой группе 
G такую систему ее подгрупп t{G), что выполняются следующие условия:

1) G G т(Сг) для любой группы G;
2) для любого эпиморфизма у  : А — > В и для любых групп Н  G т(А) и Т е  т{В) 

имеет место Н* G т(В) и Г 9 1 6 т(А).
В дальнейшем г  обозначает некоторый подгрупповой функтор Скибы. Формация 

3  называется r -замкнутой, если т(С) С 3  для всех групп G G д-
Напомним некоторые определения и обозначения работы [2].
Пусть 0  ф ш С Р. Всякую функцию вида

/  : сы( |{сы/} —» {формации групп}

называют и>-локальным спутником.
Символ G^d служит для обозначения наибольшей нормальной подгруппы в G. 

у которой каждый композиционный фактор В/К  — tnrf-rpynna (т.е. порядок группы 
Н/К делится хотя бы на одно число из и). Полагают Сшл =  1, если в G нет нормальных 
подгрупп с таким свойством.

Пусть /  — произвольный сп-локальный спутник. Тогда символом LFul( f )  обозна
чают класс групп

{G | G/Gud € f(uj') и G/FP(G) G f(p)  для всех р G o ' 7г((3)).

Если формация 3  такова, что 3 =  LFw(f )  для некоторого o'-локального спутника 
/ ,  то говорят, что /  — o'-локальный спутник этой формации. Формация 3  называется 
о>-насыгценной, если, из G/ОДФ{Сх)) G 3  всегда следует G G 3-

Всякую формацию считают 0-кратно o'-насыщенной. При п > 1 формация 3 
называется п-кратно o'-насыщенной, если 3  =  LFu(f) ,  где все значения /  являются 
[п — 1)-кратно о-насыщенными формациями.

Легко видеть, что множество 1Д всех r -замкнутых п-кратно o’-насыщенных фор
маций является полной решеткой.

Пересечение всех т-замкнутых o'-насыщенных формаций, содержащих данную 
группу G, снова является т-замкнутой o’-насыщенной формацией. Такую формацию 
будем обозначать через ^form(G’) и называть однопорожденной /^-формацией или. од
нопорожденной т-замкнутой o'-насыщенной формацией.

Как показывают работы [3,4,5,6], решение многих вопросов теории формаций 
сводится к исследованию различных типов однопорожденных формаций. Данная рабо
та посвящена дальнейшему изучению однопорожденных ^-формаций.

Л емма 1 [7]. В однопорожденной т-замкнутой со-насыщенной формации содер
жится лишь конечное число разрешимых т-замкнутых и-насыщенных подформаций.
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На множестве всех подгрупповых функторов вводят частичный порядок <> по
лагая, что т\ < т2 имеет место тогда и только тогда, когда для любой группы G спра
ведливо Ti(G) С r2(G). Д л я  любой совокупности подгрупповых функторов {ц  | г Е 1 }  
определяют их пересечение т =  f] тр.

для любой группы G Е X. Через т обозначают пересечение всех таких замкнутых 
подгрупповых функторов Tj, для которых т < тг.

Напомним, что если r -замкнутая ^-насыщенная формация $  ненильпотентна, 
но нильпотентна каждая ее собственная г-замкнутая o’-насыщенная подформация, то 
J называют минимальной т-замкнутой o’-насыщенной ненильпотентной формацией.

Л емма 2 [8]. Формация $) является минимальной т-замкнутой и -насыщенной 
ненильпотентной формацией тогда и только тогда, когда

где Н — такая монолигпическая группа с монолитом R =  Я Д  что выполняется одно 
из следующих условий:

1) И =  [R]Q — pd-группа Шмидта с Ф(Н) — 1, где R — Ор(Н) =  FP(H), р Е со и 
Q | =  q — простое число;

2) R =  Н — неабелева pd-группа для некоторого простого числа р Е и> и все  
собственные т-подгруппы группы Н  — р-группы; более того, если |о’ (’"'|7г(Я)| > 1, то 
группа Н — R не имеет неединичных собственных г-подгрупп;

3) R — и/-группа и все собственные г-подгруппы группы Н нилъпогпентпы.
Минимальным т-значным n-кратно о»-локальным V -спутником формации д бу

дем называть ее o’-локальный Ч-спутник /  со следующими значениями:

где п >  0 и /  — минимальный 1“ п -значный и-локальный V — спутник формации то 
справедливы следующие утверждения:

1) / ( и') =  l°4nform(G/Оw{G) | G Е X) ;
Ю f  (p) ~  ^ nform(2;(Fp)) для всех р Е со ;
3) $  =  LFu < g > , где д(ю') =  5 и д(р) =  f ( p ) при всех р Е и ;
4) 7Г(Х) =  7Г(5).
Л емм а 4 [10]. Пусть G — группа Шмидта. Тогда справедливы следующие 

утверждения:
1) G — разрешимая бипримарная группа;
2) Gm является силовской q-подгруппой в G, q — простое число;
3) G/Gm — циклическая р-группа, р — простое число;
4) G<n/^(G<n) — главный фактор группы G , причём если )Ст /Ф (С л)| =  qb. то  

qh =  l(mod р) и b есть показатель числа q по модулю р;

fj =  reform (Я),

Л ем ма 3 [9]. Если
5  =  ф " +Ч огт(З С )
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5) Если Р  —< а > — силовская р-подгруппа из G, то ар е  Z (G);
6) Если G51 абелева, то Ф(СЭТ) =  1.
Для любой совокупности групп X  через Sr(X) обозначают множество всех таких 

групп Я, что Я € t {G) для некоторой группы G е X (г — пересечение всех таких 
замкнутых подгрупповых функторов Tj, для которых т < тг).

Лемма 5 [1, с.24]. Для любой совокупности групп X справедливо 'равенство

rform(X) =  НКоЭДЗс).

Максимальной r -замкнутой со-насыщенной подформацией т-замкнутой со- 
насыщенной формации 3 называется всякая такая ее собственная r-замкнутая и>- 
насыщенная подформация Ш, что для любой т-замкнутой со-насыщенной подформации 
Sj из 3  с условием

9Л С Ъ с  у

выполняется
£  G {9Л,3}-

Лемма б [11]. В том и только в том случае т-замкнутая со-насыщенная 
непилъпотептная формация 3  имеет нилъпотентную максимальную и-насыщенную 
подформацию, когда

$ = т чуя,
где 9Л — со-насыщенная нилъпотентная формация, У) — минимальная т-замкнутая 
и>-насыщенная ненилъпотентпая формация, при этом:

1) всякая и-насыщенная нилъпотентная подформация из 3  входит в

VJIV" (Яр|*П);

2) всякая т-замкнутая и-насыщенная ненилъпотентная подформация 3i из 3 
имеет вид

51 V? № П ^ ) -

Нильпотентный дефект формации 3  — это длина решетки 37(1). Напомним, что 
длина 1(c) конечной цепи С — это число \С\ — 1. Говорят, что частично упорядоченное 
множество Р  имеет длину п и пишут 1(Р) — п, где п натуральное число, если в Р 
существует цепь длины п и все цепи в Р  имеют длину <  п.

Теорема 1. В каждой ненилъпотентной однопорожденной т-замкнутой со- 
насыщенной формации содержится лишь конечное множество т-замкнутых и- 
пасыщенных подформаций с нильпогпепгпным дефектом 1.

Доказательство. Пусть 3  =  ^form(G') для некоторой группы G. Тогда по лем
ме 1 в 3  содержится лишь конечное множество разрешимых (в частности, нилыютент- 
ных) т-замкнутых со-насыщенных подформаций.

Ввиду леммы 2 каждая минимальная т-замкнутая со-насыщенная ненильпотент- 
ная подформация Г) из 3  имеет вид У) =  ^ £огт(Я ), где Я  — такая монолитическая 
группа с монолитом R =  Я'л. что выполняется одно из следующих условий:

1) Я  =  [R)Q — pd-rруппа Шмидта с Ф(Я) =  1, где R =  Ор(Н) =  FP(H), р & ш и 
\Q\ =  q — простое число;
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2) И =  Н™* — неабелева p ci-группа для некоторого простого числа р  6 со и все 
собственные r -подгруппы группы Я  —  р-группы; более того, если \и |"] тт(/?.) j >  1, то 
группа Я  =  Я не имеет неединичных собственных т-подгрупп:

3) R — ш'-группа и все собственные т-подгруппы группы Я  иильпотентны.
Обозначим через /  — минимальный т-замкнутый со-локальный V'-спутник фор

мации Ввиду леммы 3

( rform (G/Fp(G)), если а =  р € со Р| 7r(G).
/(а )  =  < 0 , если а — р G со \ 7r(G),

[rform (G /G w(G)), если а — J .

Пусть относительно группы Н выполняется условие 1). Тогда Я  — группа Шмид
та. По лемме 4 каждая группа Шмидта разрешима. Следовательно, в 5 имеется лишь 
конечное множество минимальных т-замкнутых со-насыщенных ненильпотентных под- 
формаций вида l^form(H), где Я  — такая монолитическая группа с монолитом R — И 71, 
что выполняется условие 1).

Пусть относительно группы Я выполняется условие 2). Так как R — неабелева 
/Я-группа, то Fp(H) =  1. Следовательно,

Я  2,  Я /Я Р(Я ) 6 /(р ) =  rform (G/Fp(G)).

Значит, р е  7r(G)p|^- Поэтому, Я е form(Sy(G/Fp(G))). Следовательно, но лемме 5 Я 
является гомоморфным образом некоторой группы из

ST(G/FP(G)).

Но G — конечная группа. Значит, в 5 имеется лишь конечное множество минимальных 
г-замкнутых са-насыщенных ненильпотентных подформаций вида фТогт(Я), где Я  — 
такая монолитическая группа с монолитом R =  Я ш, что выполняется условие 2).

Пусть теперь относительно группы Я выполняется условие 3). Тогда Or{H) =  1. 
Следовательно,

Я  ~  Я /С Ц Я ) е  / ( о / )  =  rform(G/G„, (G )).

Если R — неабелев монолит группы Я , то ввиду леммы 5 Я  6 H(,SV(G/OaJ(G))). Но 
G конечная группа. Значит, в 5 имеется лишь конечное множество минимальных 
--замкнутых ^.'-насыщенных ненильпотентных подформаций вида фТогт(Я), где Я 
такая монолитическая группа с монолитом Я =  Н 71, что Я — неабелева сУ-группа. Пусть 
R — абелева сУ-группа. Так как по условию Я /Я  € 91, то Я —- разрешимая группа, Зна
чит, в 3" имеется лишь конечное множество минимальных r -замкнутых сс-насыщенных 
ненильпотентных подформаций вида ф£огт(Я ), где Я  — такая монолитическая группа 
; монолитом Я =  Н 71, что Я — абелева сУ-группа. Следовательно, в 5 имеется лишь 
конечное множество минимальных r -замкнутых ^-насыщенных ненильпотентных под- 
формаций вида //form (Я ), где Я  -- такая монолитическая группа с монолитом Я =  Н71. 
что выполняется условие 3). Таким образом, в 5 имеется лишь конечное множество ми
нимальных r -замкнутых сг-насыщенных ненильпотентных подформаций.

Пусть теперь Зл — произвольная ненильпотентная т-замкнутая сд-насьпценная 
подформация в содержащая нильпотентную максимальную --замкнутую не
насыщенную подформацию. По лемме 6

$1 =  Ш  V /  Jo,
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где 971 — некоторая нильпотентная т-замкнутая и;-насыщенная, $) — минимальная т- 
замкнутая ш-насыщенная ненильпотентная формации. Значит, из доказанного в преды
дущих абзацах следует, что в 3  имеется лишь конечное множество r-замкнутых и>- 
насыщенных подформаций с нилытотентным дефектом 1. Теорема доказана.

Напомним, что решетка называется модулярной, если для любых элементов х, 
у, z решетки выполняется

х <  z =$■ х  V (у A z) =  (х V у) А z.

Лемма 7 [12]. Решетка всех г-замкнут,ых п-кратно и>-насыщенных формаций 
является модулярной.

Лемма 8 [13, с.27]. Подрешетим модулярной решетки модулярна.
Решетка L с нулем 0 и единицей 1 называется: решеткой с дополнениями, если 

каждый ее элемент имеет дополнение; решеткой с относительными дополнениями, если 
каждый ее интервал [а, Ь] является решеткой с дополнениями. Пусть L — решетка с 
нулем 0 и a £ L. Элемент Ь называется дополнением элемента в L, если

a Ab =  0 ,aV b =  1.

Лемма 9 [13, с.31]. Любая модулярная решетка М с дополнениями является 
решеткой с от,носит,елъными дополнениями.

Напомним, что для любой формации 3  символом 5о обозначают пересечение 
3  Р| 91. Символом З/т'Зо обозначается такая подрешетка решетки 1Д которая состоит из 
всех r -замкнутых ^-насыщенных формаций, заключенных между 3  и # 0 (£ ~  непустая 
г-замкнутая w-насыщенная формация).

Атом решетки — это ее наименьший ненулевой элемент, т.е. если 0 < а, то в L не 
существует х такого, что 0 < х < а.

Лемма 10 [7]. Пусть 3  — произвольная т-замкнутая и-насыщенная формация. 
Тогда и только тогда формация 971 — атом решетки когда ШТ =  Зо где
некоторая минимальная т-замкнутая ш-насыщенная ненильпотентная формация из
3-

Лемма 11 [14]. Любая модулярная решетка L с дополнениями, имеющая ко
нечное число атомов, являет,ся решеткой конечной длины.

Лемма 12 [13, с.32]. В решетке L конечной длины с относительными допол
нениями каждый элемент а является объединением содержмщихся в нем атомов.

Теорема 2. Пусть 3 — однопорождепная т-замкнутая и-насыще'нпая форма
ция и З/^Зо — решетка с дополнениями. Тогда каждый элемент. Ш? решетки 3/'93о 
представим в виде

Ш  =  V?(3o I г £  I ) ,

где | i £ 1} — набор всех минимальных r -замкнутых и>-насыщенных ненилъпо- 
тентных формаций, содержащихся в 971.

Доказательство. Ввиду лемм 7 и 8 решетка т-замкнутых w-насыщенных нод- 
формаций формации 3  модулярна. Следовательно, решетка З/ -̂Зо, как подрешетка мо
дулярной решетки, также модулярна. Применяя лемму 9, получаем, что 3/т$о — мо
дулярная решетка с относительными дополнениями. Кроме того, ввиду теоремы 1 и 
леммы 10 решетка 3/тЗо имеет конечное число атомов. Значит, по лемме 11 решетка 
имеет конечную длину. Применяя теперь к решетке З/т'Зо леммы 12 и 10, получаем 
требуемое утверждение. Теорема доказана.
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Abstract. In this paper we study the one-generated т-closed cu-saturated formations of finite 
groups.
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