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Частично насыщенные формации с 7г-специальным дефектом 1

А. И. Рявченко

1. Введение

Рассматриваются только конечные группы. Используется терминология, приня
тая в [1-3].

Важной характеристикой исследуемой формации $  служит существование в ней 
подформаций того или иного вида, а также их взаимное расположение в Идея изу
чения формаций по заданной структуре подформаций получила широкое распростра
нение при исследовании внутреннего строения формаций различных типов. В теории 
насыщенных формаций этот подход привел к возникновению таких понятий, как мини
мальные насыщенные не ^-формации [4] или критические формации [5|, дефект 
насыщенной формации [6].

Изучение ненильпотентных ю-насыщенных формаций, имеющих нильпотент- 
ную максимальную сг-насыщепнуга подформацию, проведено Дж. Джехадом [7] и 
Н.Г.Жевновой [8]. Классификация неразрешимых о-насыщенных формаций, имею
щих разрешимую максимальную o ’-насыщенную подформацию, получена в [9, 10]. В 
дальнейшем, в совместных работах автора и В.Г.Сафонова было дано описание не тг- 
разложимых и не 7г-нильпотентных о-насыщенных формаций с 7г-разложимой [11] и 
~-нильпотентной [12, 13] максимальной o’-насыщенной подформацией соответственно.

В настоящей работе изучено внутреннее структурное строение не ^-специальных 
о-насыщенных формаций, имеющих ^-специальную максимальную o’-насыщенную под- 
формацию.

Основным результатом работы является
Теорема 1. Пусть $  —  непустая и -  насыщенная формация. Тогда в том и толь

ко в том случае ж-специальный F -дефект формации $  равен 1, когда $  — ШТ Vй* Sj, где 
Ш — ш-насыщенная ж-специальная подформация формации у , ф — минимальная и- 
насыщенная не ж-специальная, подформация формации д, при этом:

1) всякая o ’-насыщенная ж -специальная подформация из §  входит, в ОЛХ/Д^ПТ):
2) всякая со-насыщенная не ж-специальная подформация ^1 из $  имеет вид 

Ъ \/Ш (& Г) X ) .

2. Основные понятия и обозначения

Напомним некоторые из основных определений и обозначений.
Пусть о ' — некоторое непустое множество простых чисел. Тогда через и/ обозна

чают дополнение к o ’ во множестве всех простых чисел.
Всякую функцию вида

/  : о> U { о / }  —> {формации групп} 

называют o’-локальным спутником. Если /  — произвольный о-локальный спутник, то 

LFw{ f )  =  {G\G/Gud G f i x ' )  и G/FP{G) E f [p)  для всех p E o> П 7r(G )},
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60 А, И. Рябченко

где G d̂, — наибольшая нормальная подгруппа группы G, у которой для любого ее ком
позиционного фактора Я /А " имеет место тг(Н/К) П ш ф 0 .  FV{G ) — наибольшая нор
мальная р-нильпотентная подгруппа группы G, равная пересечению централизаторов 
всех pd-главных факторов группы G .

Если формация S  такова, что S =  LFw{ f )  для некоторого и,’-л скального спутника 
/ ,  то говорят, что S  является м-локальной формацией, а /  ее м-локальный спутник. 
Если при этом все значения /  лежат в р. то /  называют внутренним о»-локальным 
спутником.

Пусть X  — произвольная совокупность групп и р — простое число. Тогда пола
гают, что

■ W e i  \ _  Г fovm(G / FP(G)\G G  X), если р €  7г(Х), 
р [ 0 ,  если р <1 п(Х).

Формация S  называется м-пасыщенной, если ей принадлежит всякая группа G. 
удовлетворяющая условию G jL  £ 33 где L С 0 ( G )  П Ош{С).

Ввиду теоремы 1 [I.e. 118] формация является из-локальной тогда и только тогда, 
когда она является си-насыщенной.

Через Я обозначают совокупность всех им насыщенных формаций.
Полагают Я  formS равным пересечению всех тех w-насыщенных формаций, ко

торые содержат совокупность групп
Для любых двух со-насыщенных формаций Ш и 9) полагают Ш А fj =  П Д. а 

ШIV^Sj =  H form (fflU f)). Всякое множество са-насыщенных формаций, замкнутое отно
сительно операций Л и Vй1, является решеткой. Таковым, например, является множество 
Я  всех имнасыщенных формаций.

Через П Д обозначают решетку из-насыщенных формаций, заключенных
между S П 9) и 3-

Длину решетки З’Д ’З' П 9) обозначают |3 : 3  Г1 Дф и называют 9)ш-дефектом 
cu-насыщенной формации S-

сс-Насыщенная формация 3 называется минимальной омнасыщенной не Д- 
формацией, если $  £  9), по все собственные ^-насыщенные подформации из S содер
жатся в 9).

Пусть 7г — некоторое непустое множество простых чисел.
Группу G  называют тг-специалыюй, если в ней существует нильпотентная нор

мальная я-холлова подгруппа.

3. Используемые результаты

Ниже приведем некоторые известные факты теории формаций, сформулировав 
их в ввиде следующих лемм.

Лемма 1 [14]. Пусть 3 — произвольная со-насыщенная не ж-специальная 
формация. Тогда в Зг имеется по крайней мере одна минимальная и-насыщенная 
не 7г-специальная подформация.

Следующие две леммы являются частным случаем лемм 5.2.7 и 5.2.8 [3, с. 193

Л ем м а  2. Пусть 9Я, S  и 9) — аз-насыщенная формации и ШТ С 3- Тогда

\т -.т п9)\ш < \д- -дп9)ф.

194].
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Частично насыщенные формации с 7г-специальным дефектом 1 61

Л ем м а  3. Пусть 3, Ш, X и S) — и-насыщенные формации, причем 3  =  ШМШ X.
Тогда если т, г и t соответственно 5)^-дефекты формаций Wl, X и 3  и т, г <  оо, то
t < т +  г.

Л ем м а  4 [1]. Решетка всех и>-насыщенных формаций Iй модулярна.
Л ем м а  5 [1]. Если 3  =  F'iormX и f  — минимальный ш-локалъный спутник 

формации 3, то справедливы следующие утверждения:
1) /(и') =  form (G/Guit G £ X );
2) f  (р) =fovm (X(Fp) для все р £ ш;
3) если 3  =  LFu{h) u p  — некоторый фиксированный элемент из со, то

3 — L F u(fi), где f i {a)  =  h(a) для всех а € (оД {р}) U {оо'},

fi{p)  =  form(G|G £ h{p) П 3, GP(G ) =  1)

и, кроме того, f i {p)  =  f {p ) ;
4) 3  — LFu{g),  где g(uj') =  5 u  gyp) =  f (p)  для всех p £ ш.
Л ем м а  6 [1]. Пусть f, — такой внутренний ui -локальный спутник формации 

3i, что fi(u') = 3%, где г £ I. Тогда 3  =  3 2 32 =  FF^if ) ,  где /  =  / х V /2.
Л ем м а  7 [15]. Тогда и только тогда 3  является минимальной ш-насыщенной 

не ж-специальной формацией, когда 3  =  HformG, где G — такая не ж-специальная мо- 
нолитическая группа с монолитом Р, что G /Р ж -специальна и либо г  =  ж(Р) П ж =  0 ,  
либо т ф 0  и выполняется одно из следующих условий:

1) группа Р  неабелева, причем, если т П ж =  {р} ,  mo Р =  G 0'1*’®*', в противном. 
с.гучае Р  =  G ®*';

2) G — [Р ] Н , где Р  =  С с { Р )  — р-группа, а II — такая монолитическая группа 
с абелевым монолитом Q, что р f  ж{Q) и Q =  Н 3*'.

Л ем м а  8 [1]. Пусть 3  =  Ш1£), где Ш и S) — формации, причем Ш =  LFv[m)
для некоторого внутреннего спутника гп. Формация 3  является р-локалъной в том и
только том случае, когда выполняется следующее условие: либор £  7 г ( Я Я ) ,  либо форм,а- 
ция $) является р-локалъной. Более того, при выполнении этого условия 3  =  LFp( f ) ,  
где f(p' )  =  m{p')S) и

т(р )$), если р £ ж{Ш).
h(p), если р <£ ж(Ш).f ( p )

Лемма 9 [2, с. 41]. Пусть А монолитическая группа с неабелевым монолитом, 
У1 — некоторая полуформация и А £ ГогтЗЯ. Тогда А £ Ш.

Лемма 10 [1]. Если формации Ш uSо являются и>-насыщенными, то формация 
3 =  ЭДТ.f) также является и-насыщенной.

Лемма 11 [1]. Пусть 3  — где =  LFF(h), 9Л =  ЬИш(т) и спутники h и гп 
являются внутренними. Тогда 3  — со-локальная формация и 3  =  LF^if ) ,  где / (u / )  =  3

f (p)  =
m(p)S), если р£ж{ Ш) Пи>,  
h(p), если р £ ио\ж(9Л).

Лемма 12 [1]. Пусть Н/К — главный фактор конечной группы G, р £ ж[Н/К).  
Тогда Op(G/Cg (H/K)) =  1.

Лемма 13 [3]. Пусть 3  — произвольная непустая формация и пусть у каждой 
группы G  £ X ^-корадикал G^ не имеет фраттиниевых G -главных факторов. Тогда 
если А — монолитическая группа из fo rm X ^ , то А £ Н(ЗЕ).
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62 А. И. Рябченко

Л ем м а  14 [1]. Пусть (у —  и -насыщенная формация и /  — ее и -локальный спут
ник. Если G/Op(G) £ f (p)  П то G €

4. О сн овн ой  результат

В дальнейшем через X  будем обозначать формацию всех 7г-специальных групп, 
а ^ -д е ф е к т  w-насыгценной формации £  называть ее л-специальным Р-дефектом. За
метим, что класс всех тг-специальных групп совпадает с классом 91^0^.

Л ем м а  15. Пусть Д — некоторая формация. Тогда формация 91д0 является 
и-насыщенной.

Доказательство. Пусть J  =  ТфД. Как известно, формация 91ш является со- 
насыщенной, т.е. она p-насыщена для любого р € щ. Заметим, что формация 9tw имеет 
такой внутренний р-локальный спутник п, что п(р) =  (1) и п(р') =  9С,.

Тогда по лемме 8 формация 5  является р-локальной. Таким образом, $  явля
ется р-локальной формацией для всех р е  си. Следовательно, формация $  является 
си-локальной или си-насыщенной. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1. Необходимость. Пусть 7г-специальный 1Ш-дефект 
формации $  равен 1. Так как #  не является я-специальной формацией, то по лемме ] 
в 5  входит некоторая минимальная си-насыщенная не 7Г-специальная подформация Да- 
По условию 9Л =  X П У -  максимальная cu-насыщенная подформация в Значит. 
$  =  1 .

Достаточность. Пусть $  =  Ш? Д а ,  где Ш — cu-насыщенная тг-специальная 
подформация формации 5", Да — минимальная cu-насыщенная не ^-специальная под
формация Понятно, что $  X. Пусть 7г-специальные P -дефекты формаций Ш 
и Hi равны соответственно t, т  и г. Поскольку Ш — cu-насыщенная 7г-специальная 
формация, то т  =  0. Так как Да — минимальная cu-насыщенная не 7г-специальная фор
мация, то ее 7Г-специальный /‘•‘'-дефект г равен 1. В силу леммы 3 для ^-специального 
/“'-дефекта формации J  имеет место неравенство £ < т  +  г =  0 +  1 =  1.

Если t =  0 ,  то #  —  7г-специальная формация, что противоречит условию ц  ^  X.  
Таким образом, |5 : 5  П =  1.

Докажем теперь справедливость утверждения 1) второй части теоремы.
Так как X П Да — максимальная cu-насыщенная подформация в Д 1: то, в силу 

леммы 4, имеет место решеточный изоморфизм

-  Да/ДЭс  П Д а) V "  (Да П Ш )  =  Д а / ^ Т  П Да-

Следовательно, (ЗсПДа)  максимальная cu-насыщенная подформация в ц.
Тогда, поскольку 5  ^  Т, то всякая cu-насыщенная ^-специальная подформация 

из $  входит в ( Т  П Да)  Ш .

Для доказательства утверждения 2) покажем прежде, что в ц нет минимальных 
cu-насыщенных не 7Г-специальных подформаций, отличных от Д х. Пусть ШД =  J  П X. 
Тогда Ш?а — 7г-специальная максимальная cu-насыщенная подформация формации у. 
Предположим обратное, т.е. что в 5  существует Д 2 минимальная cu-насыщенная не 
7г-специалькая подформация, отличная от Да. Поскольку ЗЛа является л-специальной
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Частично насыщенные формации с ^-специальным дефектом 1 63

формацией, то Sj-2 ф 99ф. Значит,

Ц -  Ч ,  V " а д ,  Ы;  . ' 9 Л ; .

По лемме 5 формации 5Эг и 9Тф имеют такие внутренние ит-локальные спутники 
hi и т  соответственно, что

form (A /Fa(A)\A £ f)j), если а £ со П 7Г(Sji),
Sji, если а =  и/,
0 , если a £ ол\тг(ЗЭг);

1огт(Д /Р аФ4)|Л £ 9)ф), если а £ ш Г) л(Шф),
Ш1Ь если а =  и 1,
0,  если а £ co\7r(993i);

Тогда по лемме 6 получаем, что формация £  имеет такой ^-локальный спутник 
/ ,  что / (р )  =  /ij(p) V m (р) для всех р £ со и

/(ax') =  v 5DTi =  fo r m a l U 99ф) С

Из леммы 7 следует, что fjj — GfonnGj, где Фг — такая не л-специальная моно-
литическая группа с монолитом Р,. что Gi/Pl ----- 7г-специальна и либо т =  7г(Р() Пи? =  0 ,
либо г  ф 0  и выполняется одно из следующих условий:

(1) группа Pi неабелева, причем, если г =  {р } С тг, то Рг =  G- р , в противном 
случае Рг =  C f 'п' ;

(2) Gi =  [Рг]Яь где Pj =  CGi{P,) — рг группа. а Я, — такая монолитическая 
группа с абелевым монолитом Qi, что и Q,- совпадает с ©„/-корадикалом подгруппы Я ,.

Пусть G2 удовлетворяет условию (1), т.е. Р2 — неабелева tad-группа.
Обозначим через 93 формацию, равную fo r m a l U Шф) Поскольку, по лемме 15.

93^93 — со-насыщенная формация и ioi U 9J?i С 93 С 93,̂ 93. то

5 =  Pform(i9i U 9J3i) С 93ш93.

Но G2 6 3- Следовательно С 2 £ 9ф93. Значит, 93-корадикал группы Go содержится в 
93 .̂

Пусть G f1 ф 1. Так как 93-корадикал --- нормальная в G2 подгруппа и Р2 ~  един
ственная минимальная нормальная подгруппа в G2, верно включение Р2 С G 94. Тогда 
получаем, что Р2 — неабелева минимальная нормальная подгруппа в G2. содержится в 
нильпотентной подгруппе G^ группы С 2. Противоречие.

Следовательно, G§* =  1. Поэтому G2 6 93 =  form (f)i U973i). Применяя лемму 9, 
имеем G2 € # 1 иШф. Тогда, так как 69 £ 9ЛЬ то G2 £ Поэтому f j2 =  HformG2 С S)i. 
Поскольку .7)2 — минимальная со-насыщенная не ^-формация, то Sji =  f )2. Противоре
чие.

Пусть теперь для группы G 2 выполняется условие (2), т.е. G2 =  [Р2]Я 2. По усло
вию Я 2 — монолитическая группа с абелевым монолитом Q2 и =  Q2- Поскольку
©тг' — насыщенная формация, то Q-, ф Ф (Я 2), так как иначе из условия H2/Q2 £ Фт 
следует Я 2 £ ©л-'. Последенее невозможно, в силу того, что Q2 является тг-группой.

Легко видеть, что 93ф С 93p,973i. Кроме того, G 2/F 2 G 5  П Т =  9Тф и G2 ^ 9Jlj, 
Поэтому Ро =  G ^ 1. По условию Я 2 G 93Р2. Значит, G2 €  93P2933i.
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64 А. И. Рябченко

По лемме 10 формация 91p29Jti является сн-насыщенной формацией. Так как 
$)2 ~  PformG2, то S)2 Я У1Р2Ш\.

Но тогда $  С 91р2Ш11 , так как £ ~  наименьшая сл-насьпценная формация, содер
жащая Шф и У)2. Следовательно, G, G 91р29Лi. Поскольку, G\jl\ Е 9Л, и G'x ^ 9ЯЬ то 
Pi =  Gf*1 Е ХХР2, т.е. Pi является абелевой р2 -группой.

Так как G2 Е 5, то G2/FP2(G2) € /(р 2) =  hi(p2) V т{р2). Но

Я 2 ~  С 2/Р2 =  G2/FP2(G).

Поэтому Н2 Е h\(p2) V га(р2).
Заметим, что 91* =  LF^(n) и 0*/ =  LFtJ(g), где п(р) =  91Р для всех р £ 7Г П w и

р(р) =  ©тг' для всех р Е Р  П и. Тогда по лемме 11 формация X =  91*0*/ имеет такой
и-локальный спутник х, что

( \ _  /  п(р)®?г' Для всех Р € тг П са,
\ 0*/ для всех р € иДл;

и х(ш') =  91*0*/.
Таким образом, если р2 Е Р ,  то х(р2) —  0*/ =  91р20*/. Если же р2 € тт, то 

х(р2) =  9 ^ 0 * / .  Следовательно, х(р2) =  9ф _0 -. В силу замечания 1 [1, с. 121], спутник 
х  является максимальным внутренним ш-локальным спутником формации X, так как 
х(р) — 91рх(р) для всех р Е са и х(са') =  X.

Так как г/г(р2) — внутренний спутник формации ЭД1] С X =  91*0*/, а формация X., 
как было показано выше, имеет такой максимальный внутренний са-локальный спутник 
х , что х(р2) =  то

Я2 е hi(p2) V т(р2) С /ii(p2) V 9 ^ 0 * /.

Заметим также, что

М р2) =  form(Gi/PP2(Gi)) -  form(Ях).

Таким образом,

Н2 Е 91Р20л-' V form(#i) =  form(9lP20 7r/ U {Pi})-

Поскольку G2 — [P2]H2 и Р2 является р2-группой, то, применяя лемму 12, полу
чаем, что 0 Р2(Н2) =  1. Поэтому Q2 не является р2-группой.

Так как Q2 =  то Н2 91Р20 Я/. Значит,

Н2 Е form(91P20 7r/ U {Pi})\91P20 7r'.

Так как для любой группы А  из { Hi }  U 91Р20*/ подгруппа А ^ н е  содержит фрат- 
тиниевых /1-главных факторов, то по лемме 13 получаем, что Ы2 Е Н ( { Н \} U 9г1Р20 7Г').

Если Н2 ~  L/N, для некоторой группы L Е 91Р20 ^ , то Н2 Е 9tp20*/. Противоре
чие.

Следовательно, Н2 не является гомоморфным образом группы из У1рг,&п>. По
скольку Н -2 £  91р20*/ и Hi/Qx Е 0тг' С 91р20*/, то Н2 ~  Я] .

Но тогда

G2/ 0P2(G2) =  G2/P 2 ~  Н2 ~  P i rn Gi/FP2{G\) Е /ii(p2) с  У я
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Применяя лемму 14, получаем, что G2 G £ х. Следовательно, £ х =  £ 2. Противоречие.
Пусть теперь Р2 — и/-группа. Заметим, что если Р2 — неабелева, то этот случай 

аналогичен (1). Значит, Ра — абелева р2-группа.
Рассмотрим формацию £  — £  х £ 2. Поскольку формация £ х содержится в

формации £  и 7г-специальный 1Ш-дефект формации равен 1, то по лемме 2 получаем,
что [ip : Зэ П Х\ш >  1. С другой стороны, так как Гз С J  и л-специальный /^-дефект 
формации £  равен 1, то по лемме 2, |£ : £  П Х)ш <  1. Значит, я-специальный Р-дефект 
формации £  равен 1.

Поэтому в £  существует л-специальная максимальная и -насыщенная подформа- 
ция £. Понятно, что £  — £  П X. Тогда £  =  £  ХЛ1 £ х =  £  £ 2. Поскольку Ро является
абелевой р2-группой и единственной минимальной нормальной подгруппой в G2 такой, 
что G 2/P 2 G £  =  f) П I .  то G f =  Рг- Это означает, что G2 Е 9tP2£. Следовательно. 
£2 Я 91Р2£. Кроме того, £  С 91Р2£. А так как по лемме 10 формация 91Р2£  является 
--насыщенной формацией и £  =  £  \Р £ 2, то £  С 91Р2£. Поэтому £  =  £  \Р £ х С 01Р2£  и 
G\ Е 01Р2£. Таким образом, аналогично получаем, что Р\ является р2-группой.

Рассмотрим решетку £  Х/ШХ. Ввиду леммы 4

£  V" Х /" Х  ~  £ / шХ П £  =  £ / " £ .

Таким образом, X  является максимальной w-насыщенной подформацией в £  VWX.
Тогда £ х X =  £  X =  £ 2 X. Значит G x Е £ 2 V4*' X. Следовательно,

G\ Е P form (£ 2 U X) =  P form ({G 2} U X) С 01^form({G2} U X).

Так как Pi — р2-гРУппа и Рг Е о /, то GT Е form ({G 2} U X). Но G 1 ^ X. Зна
чит, G i G form ({G 2} U Х)\Х. Поскольку для любой группы А. из {G 2} U X, подгруп
па А* не содержит фраттиниевых A-главных факторов, то по лемме 13 получаем 
G'i Е H ({G 2}  U X). Так как G\ £ X и G2/ / 2 € X, то G] ~  G2. Следовательно, £1  =  £ 2.

Таким образом, в формации $  нет минимальных са-насыщенных не я- 
специальных подформаций, отличных от £ 1.

Пусть теперь 34 — произвольная не л-специальная (^-насыщенная подформация 
из Тогда в силу уже доказанного и леммы 1 получаем, что £ х С $ х. Следовательно,
применяя лемму 4, получаем

34 =  34 П (£1 Ш) =  £ х V" (34 П Ш).

Теорема доказана.

Приведем некоторые следствия доказанной теоремы.
Если и  =  {р} ,  а л — множество всех простых чисел, то из теоремы 1 вытекает
С л ед стви е  1 [7]. В том и только том случае p-насыщенная ненильпотентная 

формация 3  имеет нильпотентную максимальную р-насыщенную подформацию, когда 
$ =  XU Vp £ ,  где XI — p -насыщенная нильпотентная формация, £  — минимальная р- 
насыщенная ненильпотентная формация, при этом:

1) всякая p -насыщенная нильпотентная подформация из ^  входит в Vp (£  П
Я );

2) всякая p -насыщенная ненильпотентная подформация 34 из $  имеет вид 
£  Vp (3i П 91).

Если л — множество всех простых чисел, то из теоремы 1 вытекает
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С л ед стви е  2 [8]. В том и только том случае со-насыщенная ненилъпотентная 
формация S  имеет нильпотентную максимальную со-насыщенную подформацию, ко
гда S  — Ш \/ш 2), где Ш — со-насыщенная нилъпотентная формация, — минимальная 
со-насыщенная ненилъпотентная формация, при этом:

1) всякая со-насыщенная нилъпотентная подформация из S входит в Ш\/ш (2) П
ОТ);

2) всякая со-насыщенная ненилъпотентная подформация Si из S имеет вид 
2)\/ш (Si П91).

Если со и 7г равны множеству всех простых чисел, то из теоремы 1 получаем
С л ед стви е  3 [6]. В точности тогда нилъпотентный дефект локальной фор

мации S равен 1, когда $  =  ffl Vi 2), где Ш  — нилъпотентная локальная формация, 2) 
— минимальная локальная ненилъпотент,ная формация, при этом:

1) всякая нилъпотентная подформация из S  входит в ЭДТ V; (2) П 01);
2) всякая ненилъпотентная локальная подформация Si из S  имеет вид 

V, (Si H ОТ).

Если со — множество всех простых чисел, из теоремы 1 вытекает
С л ед стви е  4. В точности тогда к-специальный дефект локальной формации 

S равен 1, когда S =  VJlVif), где ШТ — к-специальная локальная формация, 2) — мини
мальная локальная не тс-специальная формация, при этом:

1) всякая к-специальная подформация из S  входит в ЭДТ V; ($) П X );
2) всякая не л-специальная локальная подформация Si из S  имеет вид 

Я Vi ( S i n  Ж).

A b stra ct. In this paper we obtained a structure description of u;-saturated formations of 
finite groups with a 7r-special maximal ^'-saturated subformation.
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