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Решение классической задачи регулирования позиционными решениями 
линейно-квадратичных задач с ограничениями

А. В. Л у б о ч к и н

Введение. В классе ограниченных управлений рассматривается базовая задача 
классической теории регулирования. Задача регулирования — одна из основных за­
дач классической теории автоматического регулирования [1]. Она состоит в построении 
обратной связи, которая переводит динамическую систему из окрестности одного со­
стояния равновесия в окрестность другого и стабилизирует систему относительно но­
вого состояния равновесия. Первая часть задачи регулирования явилась источником 
возникновения современной теории оптимального управления, в которой, как правило, 
исследуются процессы конечной продолжительности. Вторая часть задачи, связанная 
с: процессами неограниченной продолжительности, также интенсивно исследуется в со­
временной теории управления в рамках теории стабилизации [2], однако часто без учета 
ограничений на управления, без требований к качеству переходных процессов. При ис­
пользовании результатов теории оптимального управления и теории стабилизации для 
решения задачи регулирования возникают определенные трудности. Во-первых, задача 
перевода системы с заданной точностью в окрестность нового состояния равновесия за 
фиксированное время не очень естественна для систем, функционирование которых не 
прекращается после достижения цели и протекает в условиях постоянно действующих 
возмущений. Во-вторых, трудно задать момент перехода от решения задачи оптималь­
ного управления к решению задачи стабилизации. В-третьих, в теории оптимально­
го управления основные результаты получены в форме ограниченных программных 
управлений, которые не характерны ни для теории стабилизации, ни для классической 
теории автоматического регулирования, решающих свои задачи созданием подходящих 
обратных связей (правда, без учета ограничений на управления).

В данной работе используется метод комплексного решения классической зада­
чи регулирования в обобщенной постановке. Он опирается на теорию оптимального 
управления и использует результаты, полученные по синтезу оптимальных систем для 
линейных [3] и линейно-квадратичных [4-6] задач. Работу можно рассматривать как 
развитие идей работ [7-9], в которых указанные методы оптимального управления бы­
ли использованы для решения задачи стабилизации. Использованию с целью решения 
задачи регулирования линейно-негладких задач посвящена работа [10].

1 Постановка задачи. Пусть динамическая система с управлением при t > О 
описывается уравнением

х — Ах  +  Ьи, х(0) — т0 (х 6 Rn, и Е R; rank (b, АЬ, . . . ,  Ап_16) =  п ) . (1)

Будем считать, что доступны только ограниченные управления [u(t)\ < L, t > 0.
Пусть Х0 =  {т Е Rn : Ах +  Ъих =  0, \их \ < L} — множество возможных состоя­

ний равновесия системы (1); заданы число 0 < L < оо, вектор г Е intX0 , область 
G  С R n (z Е G ).

Функция
и  =  u z (x) ,  х  Е G, (2)
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называется обратной связью, решающей классическую задачу регулирования для си­
стемы (1) в области G, если: 1) uz(z) — uz\ 2) \uz(x)\ < L, x E G'; 3) замкнутая система

имеет решение x(t) £ G, t > 0; 4) состояние равновесия x(t) = z, t > 0, системы (3) 
асимптотически устойчиво в С.

С точки зрения приложений важно, чтобы дополнительно: 5) область притяже­
ния G состояния равновесия г была достаточно большой; 6) переходные процессы в (3) 
были достаточно хорошими по отношению к выбранному критерию качества.

Суть задачи регулирования состоит в поиске обратной связи, при замыкании ко­
торой система приобретает новое устойчивое состояние равновесия. При решении зада­
чи регулирования предлагается использовать методы оптимального управления (задачи 
оптимального управления, как и в [7-10], будут не основными, а вспомогательными). 
Основная идея подхода — не сводить задачу регулирования к задаче оптимального 
управления, а трактовать ее как задачу стабилизации около нового состояния равно- 
зесия. Решая последнюю методами оптимального управления, можно добиться сколь 
угодно высокого качества переходных процессов. Отказ от требования попадания систе­
мы с заданной точностью за конечное время в новое состояние равновесия соответству­
ет условиям работы регуляторов в реальных условиях, когда математическая модель 
неточна, на систему действуют неучтенные возмущения и т.п.

Поставленная задача из-за требований 2), 5), 6) представляет очень сложную 
математическую проблему. Ее решение для достаточно сложных систем (1) вряд ли 
зозможно без использования микропроцессоров. В связи с этим введенная выше «непре­
рывная» обратная связь (2) заменяется на «дискретную» обратную связь

с заданным периодом квантования и > 0. При замене в (3) непрерывной обратной связи 
2) на дискретную (4) траектория замкнутой системы

представляет решение уравнения х  =  Ах  + bu(t), т(0) =  Хо, где u(t) = и"(х(тк)) = ик, 
i £ [тк, тк + и[, тк =  ки, к = 0,1, . . .  .

Построение реализации в реальном времени обратной связи uz(x), х £ G (4) в 
каждом конкретном процессе управления (регулирования) будем вести, используя по­
зиционное решение вспомогательной (сопровождающей) задачи оптимачьного управле­
ния.

2 Сопровождающая задача оптимального управления. Пусть 0 < 0  < ос
— параметр метода. Функцию u(t), t £ Т  — [0, ©], назовем дискретным управлением (с 
периодом квантования и = Q /N ), если u{t) = и{ки) = ик, t £ [ки, (к +  1)м[, к =  0, N  — 1.

В классе дискретных управлений рассмотрим следующую л и ней н о- квадратичную 
терминальную задачу оптимального управления

х —  Ах  + buz(x), х(0) — xq £ G, (3)

и"{х), х £ G, (4)

х =  Ах  + Ьииг{х), т(0) = т0 (5)

x — Ax + bu, x(0) = y, x(Q) = z, |w(i)| < L, £ e T = [ 0 ,  ©]. (6)
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Пусть u°z(t\y),  t £ Т  — оптимальная (дискретная) программа задачи (6), G© - 
множество всех состояний у , для которых задача (6) имеет решение. Нетрудно показать, 
что для любого £ > 0 найдется такое © < оо, что в s-окрестности множества 6© 
будут содержаться все состояния, из которых можно вдоль траекторий системы (1) 
попасть в состояние 2 с помощью управлений, ограниченных по модулю числом L. 
Другими словами, множество G q можно построить почти совпадающим с областью 
управляемости в г системы (1).

Функция
uz(y) = и°(0|у), у £ Gq, (7)

называется оптимальным стартовым управлением типа обратной связи для задачи (6). 
В [8, 9] описан алгоритм работы регуляторов, которые способны в режиме реального 
времени строить реализацию u*[t) =  uz(x*(t)), t > 0, обратной связи (7) для каждо­
го реализовавшегося процесса, управления x*(t), t > 0. В качестве реализации uz(x), 
х £ G q , регулирующей дискретной обратной связи (4) и предлагается использовать ре­
ализацию u*(t), t > 0, оптимальной стартовой обратной связи (7). Нетрудно показать, 
что обратная связь uvz(x) — uz(x), х £ G q , решает классическую задачу регулирования, 
т.е. удовлетворяет всем требованиям п.1.

3 Основные свойства оптимальной обратной связи сопровождающей 
задали оптимального управления. Очевидно, что uz(z) =  uz(z) =  uz, т.е. г — 
состояние равновесия замкнутой системы (5); \uz(x)\ < L, х £ Gq. По определению 
дискретной обратной связи замкнутая система (5) с uz(x) — uz(x) имеет решение при 
любом ту £ Ge . Используя метод функций Ляпунова, нетрудно показать, что решение 
x(t) =  z ,  t > 0, системы (5) асимптотически устойчиво (при этом B q (x ), х £ Gq — 
функция Ляпунова). Ясно, что B q (z ) — 0, B q (x ) > 0 при х ф г; B q (x ), х  £ Gq, — 
непрерывная функция. Далее нетрудно показать, что функция B q (x ), х £ G q , убывает 
вдоль каждой траектории системы (5).

Качество переходных процессов в замкнутой системе определяется следующим 
экстремальным свойством: / 0°° (u*(t) — ruzf  dt < f 0~ (u°(t | y$) — uz)2 dt. Последнее нера­
венство оз!!ачает, что затрачиваемая энергия на весь процесс регулирования не превос­
ходит мимнимальной энергии на процесс перевода системы (1) в состояние равновесия 
г за время 0.

4 А лгоритм работы регулятора. Регулятор работает следующим образом. 
До начала процесса функционирования системы в момент г =  0 он строит оптималь­
ную (дискретную) программу uz(t \ жД, t £ Т ,  задачи (6), соответствующую начальному 
состоянию то =  Xq (т.е. при у — Хд). Это можно сделать, например, с помощью двой­
ственного метода квадратичного программирования [11]. Управление u*(t) =  m“(0 |tq), 
t € [0, и[, подается на вход системы (1): и(т) =  и*(т), т £ [0, и[ и порождает ее состояние 
X*{v) =  Х*{у | Х*д).

Предположим, что регулятор проработал в моменты 0, и, . . . ,  (s— 1)и, и замкнутая 
система (5) оказалась в состоянии х*(т) =  х*(т\х*(т — и)), т =  su. В предыдущий 
момент т — и = (s — 1)щ когда система находилась в состоянии х*(т — и) =  х*(т — 
v j х*(т — 2и)), регулятор уже решил задачу с у  — x*(t — v). Задача (6) для двух соседних 
моментов т и т — и отличается только начальными условиями х*(т — и), х*(т), и это 
отличие тем меньше, чем меньше и. Поэтому наиболее эффективным методом решения 
задачи (6) является метод коррекции с помощью двойственного метода квадратичного 
программирования [11]. Построив решение u°z(t\ x*(su)), t £ Т, задачи (6) с у =  x*(su),
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получаем реализацию u*(t) =  и°(0 | x*(su)), t е  [0, и[, стартовой обратной связи, которая 
подается на вход системы (1) на промежутке времени \su, (s +  1)г/[: и(т) — и*(т — si/), 
' € [si/, (s + 1 )i/[. Если время, необходимое для коррекции решения задачи (6) при 
переходе от у — х*(т — и) к у — х*(т), а значит и для вычисления и*[г), не превосходит 
v, до молено говорить о решении задачи регулирования в режиме реального времени.

A bstract. Feedback optimal control realization of linear-quadratic problems with 
restrictions is suggested in the paper for the solution of this problem. The suggested 
regulators can be realized on modern computers in real-time mode.
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