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Введение

Все рассматриваемые группы конечны. Используется стандартная терминология 
работы А.Н.Скибы и Л.А.Шеметкова [1] и монографий [2-4].

Понятие 5>дефекта насыщенной формации впервые было введено в работе 
А.Н.Скибы и Е.А.Таргонского [5]. Под ^-дефектом насыщенной формации $  понима­
ют длину решетки насыщенных формаций, заключенных между J f l i ]  и В этой же 
работе была получена классификация насыщенных формаций с нильпотентным дефек­
том < 2. В дальнейшем этот результат нашел применение в различных теоретических 
исследованиях, среди которых отметим следующие два направления: с одной стороны, 
в качестве $) стали рассматривать достаточно хорошо известные формации, с другой, 
— исследовались насыщенные и частично насыщенные формаций .f)-дефекта больших 
размерностей.

Обобщая результаты работ [5-9], автор [10| получил классификацию со- 
насыщенных формаций .^-дефекта 1, где в качестве $) рассматривалась произвольная 
формация классического типа. Используя данный результат, в теоремах 1 и 2 мы даем 
описание о;-насыщенных формаций ^-деф екта 2.

Теорема 1. Пусть 5} — некоторая формация классического типа, $  — при­
водимая ш-насыщенная формация. В точности тогда -дефект приводимой со- 
насыщенной формации $  равен 2, когда выполняет,ся одно из следующих условий:

1) $  — 9Л Vwf)i V,UJ Пг, где Ш — некоторая ш-насыщенная подформация формации 
f), a $)i и Sj2 ~  различные минимальные и-насыщенные не ft-формации;

2) $  — ШТ \Л 9)i, где — некоторая и)-насыщенная подформация формации S), 
a S) 1 — неприводимая со-насыщенная формация с f f -дефектом 2.

Теорема 2. Пусть $  — неприводимая и -насыщенная формация, Ш — ее макси­
мальная и>-насыщенная подформация, М — канонический и-локальный спутник фор­
мации Ш, S) — некоторая формация классического типа. Пусть -дефект форма­
ции J  равен 2, тогда ^ =  PformG, где G — такая монолитическая группа с цо­
колем Р  =  Gm, что либо тт( Р ) П со =  0 , G — Ш-базисная группа и lwioim.{G/Р) — 
со-насыщенная формация ^-дефект а 1, либо к(Р)  П со ф 0 и выполняется одно из 
условий:

1) G — [Р]П, Р  — С Д Р ) — р-группа, Н — М  (р)-базисная группа и /“'form # 
имеет -дефект < 1;

2) Р  — неабелева группа, G — М(р)-базисная группа для любого р € к(Р)  П и и  
PformG/P — со-насыщенная формация ТД-дефекта 1.

Еще одним примером перспективности применения результатов работы [10] для 
изучения внутренноего строения cu-насыщенных формаций может служить сформули­
рованная ниже теорема 3. В частности, в теореме 3 дано описание структурного строе­
ния w-насыщенной формации £, у которой решетка всех сс-насыщенных подформаций, 
заключенных между 5  и J  П Н (где $) — разрешимая формация классического типа), 
является булевой.

Теорема 3. Пусть fj — некоторая разрешимая форлшция классического типа, 
5  — со-насыщенная формация и $  S). Тогда следующие условия равносильны:
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1) решетка и-насыщенных формаций П Ч является булевой;
2) решетка ш-насыщенных формаций $/“ $  П Ч является решеткой с дополне­

ниями;
3) формация $  представима в виде $ =  (# П Ч) (Vw4i|* £ I), где {Чг|я € / }  — 

множество всех минимальных ш-нас.ыщенных не Ч -подформаций формации

1. Определения и предварительные результаты

Напомним некоторые определения и обозначения. Пусть ш — некоторое непустое 
множество простых чисел. Тогда через ш’ обозначают дополнение к ш во множестве 
всех простых чисел.

Всякую функцию вида /  : ш и{ш '} —► {формации групп) называют ш-локальным 
спутником. Если /  — произвольный ш-локальный спутник, то через LFu)( f ) обозначает­
ся следующий класс групп: {G\G/G^d £ ф(ш') и G/FP(G) £ f(p)  для всех р £ шПтг(С')}. 
где Gwd — наибольшая нормальная подгруппа группы G , у которой для любого ее ком­
позиционного фактора Н/К имеет место л(Н/К) Пш ^  0 , Fp(G ) — наибольшая нор­
мальная р-нильпотентная подгруппа группы G.

Если формация $  такова, что $  =  LFUJ( f  ) для некоторого ш-локального спутника 
/ ,  то говорят, что 5  является ш-локальной формацией, а /  ее ш-локальный спутник. 
Если при этом все значения /  лежат в 5, то /  называют внутренним ш-локальным 
спутником.

Формация $  называется ш-насыщенной, если ей принадлежит всякая группа G. 
удовлетворяющая условию G/L £ У, где L С Ф(С) П Ou{G).

Ввиду теоремы 1 |1, с. 118] непустая формация является ш-локальной тогда и 
только тогда, когда она является о;-насыщенной.

Формация J  — LF( f )  называется формацией классического типа, если для лю­
бого простого р формация /(р ) либо насыщена, либо содержится в классе абелевых 
групп.

Через обозначают совокупность всех ш-насыщенных формаций. Полагают 
/Чогшц равным пересечению всех тех ш-насыщенных формаций, которые содержат со­
вокупность групп у.

Пусть X — произвольная совокупность групп и р — простое число. Тогда пола-

З Д )
form (G '/F p^)! С £ ЭС), если р £ 7г(ЗС), 
0 , если р £ тг(Х).

Для любых двух ш-насыщенных формаций Ш и Ч полагают ПЛ Л Ч =  ЯЛ П Ч • а 
ЯЛ Х/^Ч =  Fform(®l U4)- Всякое множество ш-насыщенных формаций, замкнутое отно­
сительно операций А и Vw, является решеткой. Таковым, например, является множество 
Iй1 всех ш-насыщенных формаций.

Через П Ч обозначают решетку ш-насыщенных формаций, заключенных
между J П й  и 5. Длину решетки П Ч обозначают |$ : $  П Ч|ш и называют ш- 
насыщенным Ч-дефектом формации J  или Ч'"-дефектом формации

ш-Насыщенная формация J называется минимальной ш-насыщенной не Ч- 
формацией, если $ $), но все собственные ш-насыщенные подформаций из $  содер­
жатся в Ч'

ш-Насыщенная формация $ называется неприводимой, если она не может 
быть представлена в виде решеточного объединения некоторых своих собственных ш- 
насыщенных подформаций в решетке 1Ш.
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Группа G £ 3  называется критической, если G — группа минимального порядка 
из для некоторых формаций $  и ШТ.

Критическая группа G £ 3  называется Д-базисной. если у формации, ею порож­
денной, имеется лишь единственная максимальная подформация ШТ. причем ШТ С У).

В ограниченной решетке L элемент а называется дополнением элемента Ь, если 
a Ab — 0 и а V 6 =  1. Дополнение элемента а также обозначают а'.

Пусть а £ [b, с], тогда элемент х называется относительным дополнением элемен­
та о в интервале [Ь, с], если а Л х  =  Ьна\/х =  с.

Ограниченная решетка, в которой каждый элемент имеет дополнение, называ­
ется решеткой с дополнениями.

Булевой решеткой называется дистрибутивная решетка с дополнениями.
Пусть L — полная решетка и а £ L. Элемент а называется компактным в L. если 

для любого подмножества X  С L из а < WX следует а <  УХ\ для некоторого конечного 
подмножества Х г С X.

Полная решетка называется алгебраической, если любой ее элемент является 
решеточным объединением компактных элементов.

Для доказательства основных результатов работы нам будут необходимы следу­
ющие известные факты.

Л емма 1 [ 10]. Пусть Sj — некоторая формация классического типа, 3  — некото­
рая и-насыщенная формация. Тогда в том и только в том случае Sjw-дефект формации 
3 равен 1, когда 3  =  ШТ f), где ШТ — и>-насыщенная Sj-подформация формации 3, Sjj 
— минимальная и>-насыщенная не Sj-подформация формации 3, при этом:

1) всякая и-насыщенная Sj-подформация из 3  входит в ШТ (fji П Sj):
2) всякая со-насыщенная не Sj-подформация 5х из 3 имеет вид Sj\ \1“  (34 П Sj).
Л емма 2. Пусть Sj — некоторая формация классического типа, Л =  Sj\ ШТ,

где Sji — минимальная ш-насыщенная не Sj-формация, а ШТ С Sj. Тогда если 3  — ш- 
насыщенная формация и З  <£. Я, то в У существует по крайней мере одна минимальная 
и-насыщенная не Я-форм,ация.

Леммы 3 и 4 являются частным случаями соответственно лемм 5.2.7 и 5.2.8 
[2, с. 193, 194].

Л емма 3. Пусть ШТ, 3  и Sj —■ ш-насыщенная формации и ШТ С Тогда 
\ ШТ : ШТП£ |w<| 3  : 3 ^S j  |“  •

Л емм а 4. Пусть 3, ШТ, X и Sj — ш-насыщенные формации, причем 3  =  ШТ X. 
Тогда если т, г и t — соответственно Sj^-дефекты формаций ШТ, X и 3  и т, г < ос, 
то t < т +  г.

Л емма 5 [1]. Если 3  — /ЛоппХ и /  -- минимальный ш-локалъный спутник фор­
мации 3, то справедливы следующие утверждения:

1) /(и /) = form(G/G^ | G £ X);
2) f(p)  — form(X(Fp)) для все р £ и>;
3) если 3  — LFuih) u p  — некоторый фиксированный элемент из ш, то 

3  =  ДРЦ/х), где fi(a)  =  h(a) для всех а £ (ш\{р }) U {и' } ,  /i(p ) =  form(G' | G £ h(p) П 3, 
Op(G) =  1) и, крюме того, Д (р) — f(p) ;

4) 3  — TFUJ(g), где д(ш') =  3  и д(р) =  f(p)  для всех р £ ш.
Л емма б [12]. Пусть 0  — такая полная решетка формаций, что 0 Ш С 0 . Пусть 

Sj — ш-насыщенная формация с каноническим со-локальным спутником Н, 3  ~  и>- 
иасыщенная формация с минимальным и -локальным 0  -значным спутником f . Тогда 
в том и только в том случае 3  ~  £)вш -критическая форлшция, когда 3  — O^formG, 
где G — такая монолитическая группа с цоколем Р  ~  G**, что либо л =  7г(Р) Пш ф 0,
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Ф(С) =  1 и f (p)  — Н (р)&-критическая формация для всех р £ п, либо я =  0 и -
9)в-критическая формация.

Лемма 7(1]. Пусть / г — такой внутренний и-локальный спутник формации 
$ i ,  что /ф и /) =  где г £  I. Тогда $  -  Vw #2 =  LFu{f) ,  где /  =  f\ V / 2.

Лемма 8[11]. Пусть 9) — некоторая формация классического типа, h — ее ка­
нонический и> - локальный спутник. Тогда в том и только в том случае $  является 
минимальной со-локальной не 9)-формацией, когда $  =  HfovmG, где G — такая моно- 
литическая группа с цоколем Р — G^, что либо тг =  к(Р)  П со =  0 ,  либо я ф 0 и 
выполняется одно из следующих условий:

(1) G — Р  — группа простого порядка;
(2) Р  — неабелева группа и Р  — Gĥ  для любого р £ к;
(3) G — [Р]Н, где Р  =  С Д Р )  — р-группа, а Н — такая монолитическая группа 

с цоколем Q — Н н̂р\ что р ф 1r(Q) и либо Ф(Я) — 1 и Н н̂  С Н, для любого q £ 7r(Q). 
либо Н — минимальная не h(p) -группа одного из следующих типов:

а) циклическая примарпая группа;
б) группа кватернионов порядка 8;
в) неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q.
Лемма 9[13]. Пусть G — монолитическая группа с неабелевым цоколем R. То­

гда если простое число р делит порядок группы R, то FP(G) =  1.
Лемма 10[2, с. 41]. Пусть А монолитическая группа с неабелевым цоколем, Ш1 

— некоторая полуформация и А £ forrrifW. Тогда А £ VJI.
Лемма 11 [1]. Пусть Зт — LFw{Fi) и # 2 =  LFUJ(F2). Тогда ^  С в том и 

только в том случае, когда < F2.

2. Основной результат

Доказательство теоремы 1. Необходимость. Пусть 9)ш-дефект формации 5  ра­
вен 2, Я — такая максимальная ^-насыщенная подформация формации что 9)ш- 
дефект формации Я равен 1. По лемме 1 формация Я представима в виде Я =  9) г Vй’ WI. 
где fp  — минимальная сг-насыщенная не ^-формация, а Ш1 С 9). Если в #  имеется еще 
одна минимальная и'-насыщенная не 5)-подформация 9)2, отличная от 9) 1, то 9)2 ^ Я. 
Значит, $  =  9) 1 Vw 9)2 9Я и выполнено условие 1).

Пусть теперь в формации 5 нет отличных от 5ц минимальных o'-насыщенных 
не Зцподформаций. Поскольку $  (/- Я, то ввиду леммы 2 в формации £  существует 
сг-насыщенная формация £  — минимальная o'-насыщенная не Я-формация. По лемме 3 
получаем, что 5}ш-дефект формации £  не больше 2.

Предположим, что если S'f'lfj ^ Я, то 5" =  Я\/ш (STli}). Ввиду леммы 3 5э “'-дефект 
формации #  не больше 1. Противоречие. Следовательно, J  П 9) С Я. Тогда ^ -д еф ек т 
формации £  отличен от 0.

Пусть 5за’-дефект формации £  равен 1. Тогда ввиду нашего предположения в 
формации £  нет отличных от 5ц минимальных ^-насыщенных не 9)-подформаций. По 
лемме 1 имеем £  =  5ц (£  П 5э). Но тогда £  С Я. Противоречие. Значит, 5}и'-дефект 
формации £  равен 2.

Таким образом, J  Я =  £  (5ц V" Ш) =  £  Vw 9Л, то есть формация $
удовлетворяет условию 2 теоремы.

Достаточность. Пусть выполнено условие 1) теоремы. Тогда 5  =  Ш 9)\ \Л5э2, 
где Ш — некоторая ^-насыщенная подформация формации 9), а 5ц и 9)2 — различные 
минимальные ш-насыщенные не ^-формации. Тогда, применяя лемму 4, получаем, что 
5э“'-дефект формации $  меньшне или равен 2.
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Предположим, что ^ -д еф ек т формации 3  строго меньшие 2. В этом случае, 
ввиду леммы 3, получаем, что 9)^-дефект формации S)i Sj2 строго меньше 2. Проти­
воречие. Следовательно, ^ ‘‘'-дефект формации $  равен 2.

Пусть теперь выполнено условие 2) теоремы. Тогда 3" =  ШТ S)i, где ШТ — неко­
торая w-насыщенная подформация формации И, a f)x — неприводимая и -насыщенная 
формация с ^ -деф ектом  2. Рассуждая аналогично случаю, рассмотренному выше и 
снова применяя леммы 3 и 4, опять получаем, что .^-дефект формации 3  равен 2. 
Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2. Пусть $) — некоторая формация классического типа 
с каноническим ш-локальным спутником h, 3  — неприводимая сл-насыгценная формация 
Sf3-дефекта 2, ШТ — единственная максимальная са-наеыщенная подформация формации 
3  с каноническим и -локальным спутником М. Тогда .^-дефект формации ШТ равен 1. 
Кроме того, 3 является минимальной сл-насыщенной не ШТ-формацией.

По лемме 5 формации 3  и ШТ имеют такие минимальные внутренние от-локальные 
спутники /  и т соответственно, что

:т(А/Fa(A)\A е  3), если а е и  П 7г(3),

Применяя лемму 6, получаем, что 3  — ^forrriG', где G — такая монолитическая 
группа с цоколем Р  =  Gm, что либо тг =  тг(Р) П ш ф 0 , Ф(б') =  1 и f(p)  — 91 Рт(р)- 
критическая формация для всех р 6 л, либо л =  0  и /(и /)  — ШТ-критическая формация.

Заметим также, что по лемме 1 имеем, что ОТ1 — ШТ Vw Л, где — минимальная 
ы-насыщенная не f j-подформация формации ШТ, ACS) .

По лемме 5 формации Л и ШК имеют такие минимальные внутренние о̂ - 
локальные спутники к и т\ соответственно, что

Заметим также, что по лемме 7 справедливо равенство т — т х V к.
В силу леммы 8 имеем ШТг =  PformM, где М  — такая монолитическая группа 

с цоколем L =  М й, что либо тг =  ж(Ь) П и> — 0,  либо 7Г ^  0  и выполняется одно из 
следующих условий:

(1) М  — L — группа простого порядка;
(2) L — неабелева группа и L — М н̂ > для любого I € 7г ;

если а — {и /}, 
если а <Е оДтг(З);

и

form(.4/Fa(A)|n е Л), если а € и) П 7г(Л), 
если а =  {а;'}, 
если а £ оДтг(Л);

к (а) =  Л, 
0 ,
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(3) М  — [L}N, где L — CM(L) — /-группа, а N  — такая монолитическая группа 
с цоколем Q =  ДРТ, что I ir(Q) и либо Ф(Я) =  1 и N11̂  С Q для любого q е  7 r ( Q ) .  

либо N  — минимальная не /г(/)-группа одного из следующих типов:
а) циклическая примарная группа;
б) группа кватернионов порядка 8;
в) неабелева группа порядка q3 простой нечетной экспоненты q.
Пусть я ф 0 , р е  7Г. Допустим, что Р — неабелев цоколь группы G. Тогда по 

лемме 9 имеем, что FP(G) =  1 и f (p)  =  form(G/FP(G)) =  formG.
Пусть для формации 934i выполнено условие (1). Тогда если р ф I, то

m (p )  =  т щ (р) V  /с(р) =  А:(р)

и /0 °) =  formG — минимальная са-насыщенная не 94р£(р)-формация для любого р е  тг. 
Значит, любая собственная подформация из f(p)  содержится в У1Рк(р). Так как гп(р) С 
f{p),  то получаем т(р) С (У1,рк(р). Противоречие. Поэтому р =  I.

Но тогда опять получаем, что

т(р) =  mi(p) V к(р) =  form(M/FP(M))  V к(р) =

=  form (M/M)  V k(p) =  (1) V к(р) =  к(р)

и в силу того, что f (p)  =  formG — минимальная и -насыщенная не 94р/с(р)-формация, 
получаем т(р) С 94Рк(р). Противоречие. Следовательно, данный случай невозможен. 

Пусть для формации 9341 выполнено условие (2). Тогда

т\р) — гп\ (р) V к(р) =  form(M /Pp(M )) V к(р) =  form(М ) V fc(p).

Покажем, что 7г(Р) П а ; С ж(L) П и. Предположим, что существует 
г е ш П  (7г(Р)\тг(Ь)). Тогда

m(r) — rni{r) Vw k(r) =  0 V “  k(r) — k(r).

Значит, / ( r )  — formG — минимальная не 94-к(г)-формация. Значит, любая собственная 
подформация из / ( г )  содержится в 94Д(г). Так как m(r) С / ( г ) ,  то получаем m ( r ) С 
94Д(г) С /г(г). Полученное противоречие показывает, что 7т(Р) П щ С 7г(Р) Пса.

Используя леммы 3 и 1, можно показать, что G — М(р)-базисная группа для 
любого р е  7г(Р) П са и /wform G/P — са-насыщенная формация .^-дефекта 1. Поэтому 
G удовлетворяет условию 2) теоремы.

Случаи, когда формация ШД удовлетворяет условию (3) и когда я =  0 , рассмат­
риваются аналогично.

Пусть теперь Р  — абелева р-группа, р е и ;. Тогда, поскольку 934 — са-насьнценная 
формация и р е  7г(934) П и, то Р  Ф (G). Следовательно, $(G)  =  1. Поэтому 
Р =  Со(Р)  =  Op(G) и G — [Р]Я для некоторой максимальной подгруппы группы 
G. Заметим, что Я  ^ М{р).  так как иначе Н G/Op(G) е  М(р)  и по лемме 10 имеем, 
что G € 934. Противоречие.

Так как $  — неприводимая са-насыщенная формация, а 934 — ее максимальная 
са-насьпценная подформация, то любая са-насыщенная подформация из #  содержится в 
934. Ввиду леммы 11, получаем, что любая подформация из formII содержится в М(р). 
Значит, Н является М(р)-базисной группой. А поскольку Р  является 934-корадикалом 
группы G, то Я  ~  G /Р  принадлежит формации 934. Следовательно, формация РТогтЯ

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



К теории частично насыщенных формаций 147

имеет ^ -д еф ек т  <  1. Таким образом, получаем, что группа G удовлетворяет условию 
1) теоремы.

Пусть теперь я =  0 . Тогда ш-насыщенная формация /(u /)  =  form((7 /Gwd) =  formG 
является ШТ-критической, a G •— ШТ-базисная группа. Если предположить, что G / Р Е Sj, 
то формация 5, ввиду леммы 8, является минимальной ш-насыщенной не fj-формацией. 
Поэтому ^"-дефект формации 5 равен 1. Противоречие. Значит, G/P ф Sj. Так как 
G/P Е ШТ, то lu>Sorm(G/Р) — ш-насыщенная формация 5} “'-дефекта 1, и группа G удо­
влетворяет условию теоремы. Теорема доказана.

Основные этапы доказательства теоремы 3 отражены в следующих леммах.
Лемма 12[4, с. 27]. Подрешетка модулярной решетки модулярна.
Лемма 13[4, с. 31]. Любая модулярная решетка М с дополнениями является 

решеткой с относительными дополнениями.
Ввиду замечания 3 работы [1] справедлива следующая
Лемма 14. В однопорожденной со-насыщенной формации содержится лишь ко­

нечное число разрешимых со-насыщенных подформаций.
Лемма 15(13]. Любая модулярная решетка L с дополнениями, имеющая конеч­

ное число атомов, является решеткой конечной длины.
Лемма 16(4, с. 32]. В решетке L конечной длины с относительными дополне­

ниями каоюдый элемент а является объединением содержащихся в нем атомов.
Лемма 17. Пусть Sj — некоторая разрешимая формация классического типа,

5  — произвольная си-насыщенная формация, 5 И- Тогда и только тогда формация 
ШТ — атом решетки 5 /^ 5  Of),  когда

ШТ =  (£ n Sj) Ш,

где Ш — некоторая минимальная ш-насыщенная не Sj-подформация из 5-
Лемма 18. Пусть Sj — некото'рая 'разрешимая формация классического типа. 

Тогда в каждой однопорожденной не Sj-формации содержится лишь конечное множе­
ство ш-насыщенных подформаций с ш-насыщенным Sj-дефектом 1.

Лемма 19. Пусть Sj — некоторая формация классического типа, 5  — ш- 
насыщенная формация. Тогда

$CSj  =  УШ(ШТГ) S jm  С ОД )),

где П(5) — множество всех ш-насыщенных подформаций формации 5-
Лемма 20. Пусть Sj — некоторая разрешимая фюрмация классического типа,

5  — однопорожденная ш-насыщенная формация, 5  Sj и 5 /ш5П Sj — решетка с допол­
нениями. Тогда каждый элемент ШТ решетки 5 A 5 n f)  представим в виде объединения 
атомов, содержащихся в нем, т.е.

ШТ =  v w((5  n Sj) V" Sji I г E I)  =  (5 n Sj) V" (y*Sji I i e l ) ,

где { fy  | i E 1} — набор всех минимальных ш-насыщенных не Sj-подформаций, содер­
жащихся в ШТ.

Лемма 21. Пусть Sj — некоторая разрешимая формация классического типа, $ 
— некоторая ш-насыщенная формация (5 ^  Sj), и пусть Е =  {ШГ,|г E l }  — некоторый 
набор am,омов решетки 5 /^ 5  О Sj, причем ШТ =  (штф е /) .

Тогда если Я — элемент решетки ШГфц П Sj, то в Е найдется такой набор 
атомов {9В Д  Е J}, что Я =  (ШТ̂  jj Е J).
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Abstract. In this paper we obtained the description of u>saturated formations of finite 
groups with Д^-defect 2 for any classical type formation Д. We give the description of a 
^-saturated formation 'S with boolean sublattice of ox-saturated subformations.
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