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Четырехугольники, полуабелевость и самосовмещение 
элементов гг-арных групп

Ю. И. К у л а ж е н к о

А. И. Кострикин на Всесоюзной алгебраической конференции (Свердловск, 
1973 г.) поставил вопрос о необходимости нахождения приложений теории п-арных 
групп в различных областях знаний. В качестве примеров решения этой проблемы в 
настоящее время выступают следующие направления исследований:

— (т,  п)-кольца и их обобщения;
— обобщенные переходные системы;
— объекты аффинной геометрии.
Появление новых методов исследования, таких как функторный и геометри­

ческий, позволило получить ряд интересных и содержательных результатов в обла­
сти мультиколец, полиадических мультиколец, универсальных алгебр (см., например, 
[1-5]), n-арных групп [6-10]. Отметим, что очень важную роль в описании n-арных и по­
лиадических мультиколец играет монография [1], а в построении аффинной геометрии 
на n-арной группе (п > 2) — монография [6].

Настоящая работа примыкает к направлению исследований, связанных с постро­
ением аффинной геометрии на n-арной группе. По сути своей статья носит алгебраи­
ческий характер, хотя результаты могут быть интересны и с точки зрения геометрии.

n-Арными аналогами инвариантов аффинной геометрии, таких как параллель­
ный перенос и отражение от точки, выступают соответственно параллелограмм и сим­
метричные точки. Именно эти понятия, которые были введены С. А. Русаковым в [6], 
лежат в основе данной статьи. В работе приводится ряд критериев полуабелевости 
n-арных групп, выраженных через самосовмещение элементов этих групп. Причем по­
следовательности симметрий произвольных точек строятся относительно элементов по­
следовательностей вершин параллелограммов.

В статье рассматривается n-арная группа G — (X, ( ) , ^  ). Элементы этой груп­
пы называем точками. Точку

2 п—4
Sa(b) = (ab^2l b а)

называют точкой, симметричной точке Ь относительно точки а, а последовательность 
к элементов из X  — Аьугольником G. Четырехугольник (a , b , c , d ), для которого выпол­
няется равенство

г ,2п—4
(ab[~ b  с) — d,

называют параллелограммом G. Будем говорить, что точка р  £ X  самосовмещается, 
если существует последовательность симметрий этой точки относительно других точек 
из А . в результате которых точка р  отображается в себя.

Другие обозначения, определения и результаты, используемые в работе, можно 
найти в [6-10].

Изложим теперь полученные результаты.
Т еорема 1. Пусть а ,Ь , с  — прои звольные  точки  и з  X , а точка  d  € X такая,  

что ч етыреху гольник  (а, Ь, с, d) — параллелограмм G. п -Арная  г р уппа  G б у д ет  полуабе -  
левой  т огда  и только  тогда,  ко гда  п р ои зв ол ьна я  точка  р  £ X са м о с о вм ещ а ет с я  о т н о ­
сит ельно  эл ем ент ов  п о сл е д о ват ел ьно ст и  в е рш и н  четырехугольника  (d, с, Sc (b), БДа)),
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150 Ю. И. Кулаженко

т.е.  ко гда  справ едливо  ра в ен ст во

Ssd{a)(Ssc{b)(Sc (Sdm )  = р. (1)

Д ока зат ель ст во .  1. Пусть равенство (1) выполняется. Докажем, что G — полу- 
абелева n-арная группа.

На основании определения 4 из [6], симметричных точек, равенство (1) перепи­
шем в виде

SSc(b)(Sc (Sd{p))) = SSd(a)(P)• (2)
Рассмотрим левую часть равенства (2). С учетом определения 4 из [6], равенства 3.28 
из [7] и предложения 1 из [8] имеем

■ W S c t& M ) )  = s s„(̂ S c № '-2|V < i))  =

=  Ssdb)(c(dpi~2]2np 'ld)^~2i ( d p ^ 2np 4d ) .. .с ) =  Ssdb) ( c d ^  d ^  =

2 n —4
„ ,2 n - 4  2n—4 „ ,2 n - 4  „ ,2n—4

=  (Sc\b)(cd^~2i d pd  ̂ } d  c)f-:^ (cd~  ̂ d pS-  ̂ d c ) . . .  Sc(b)) =
"- — V   "2n—4

=  (Sc( b ) c ^ 2nc % l - ^ Y d c ^ 2Y ls c(b)) =

= ( ( c b ^  b c)c^~^2nc 4d p ^ 2np 4d c ^ 2nc 4(cb^~  ̂ b c)) —

=  (cb*-2 ^ b dp{~2̂ 2np 4db̂ ~2̂ b с ). (3)

Рассмотрим правую часть равенства (2). С учетом определения 4 из [6], равенства 3.28
из [7], предложения 1 из [8] и того, что для любого х G X  последовательность х ^ 2пх Л 
— нейтральная 2(??, — ^-последовательность, имеем

Ssd(a)(p) = (5'd(a)p[_2l“p 41S',(i(a)) = ((da[_2l2a 4rf)p[_2!2np 4(dal_2]2na 4rf)) (4)

С учетом (3) и (4) равенство (2) перепишем в виде

{ c b ^ V d p ^ Y d b ^ Y c )  = (rf«[-2l:V d p H 4 : V d ) .  (5)
Поскольку четырехугольник (a, 6, с, с/) — параллелограмм G, то по определению 2 из [6] 
справедливо равенство

, ,2га—4
(а^“2' Ъ с) = d.

Тогда равенство (5) перепишем в виде
, „ ,2п—4 , „ ,2п—4 . л , ,2га—4

(сЬ^ ~ 1 b (аЪ “̂  1 Ь c)pl 1 р 6 с) —

= ((aM-2!2T 4c)ab2]2V 4(ab[-2]2V 4c)p[-2]2np- W - 2iV ( a b [ - 2]2T 4c))

или, с учетом того, что для любого х £ X последовательность Д 212П£ 3 является ней­
тральной 2(п -- ^-последовательностью, имеем

, 2га—4 , 2га 4 р „ ,2п_ 4 , „ ,2 п -4
((cfef 2' b a)bf 2̂ 6 ср̂  2̂  ”р rfbt 21 Ь с) —

г „,2га—4 г , . 2 ? г - 4  , г,„ , ,2п —4
— ((аЬ[~ 1 Ъ c)b "^  b ср[~~2] р db̂ ~2̂ b с).
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Отсюда
, , 2п—4 . ,2 п —4

(с61_2) b а) = (ab^  b с).
На основании произвольности выбора точек a , b , c  € X и с учетом предложения 4 из [9| 
заключаем, что G — полуабелева n-арная группа.

2. Пусть G — полуабелева n-арная группа. Установим справедливость равен­
ства (1). В теореме 1 из [9] показано, что четырехугольник (d , с, Sc{b), Sa{a)) — паралле­
лограмм G. В теореме 2 из [10] установлено, что произвольная точка р  € X  самосовме­
щается относительно элементов последовательности вершин четырехугольника тогда и 
только тогда, когда этот четырехугольник — параллелограмм G. а  следовательно, про­
извольная точка р  £ X самосовмещается относительно элементов последовательности 
вершин параллелограмма {d,c, Sc (b), Sd(a)), т.е. справедливо равенство (1).

Теорема доказана.
Т еорема 2. Пусть а ,Ь , с  — прои звольные  точки  и з  X , а точка  d  € X такая,  

что ч ет ырех у гольник  (а, 6, с, d) — пара.плело грамм G. п-Арная  г р уппа  G б у д ет  полуабе -  
левой  то гда  и только  тогда,  ко гда  прои звольная  точка  р  £ X са м о с о вм ещ а ет с я  от н о ­
с ит ельно  эл ем ент ов  п о сл е д о ват ел ьно ст и  в ерш ин  ч етырехугольника  {b, 5&(а), Sc (d), с ) ,  
т.е.  ко гда  справ едливо  р а в ен ст во

S c( S s m ( S s m ( S M ) ) )  =  Р- (6)

Д ока зат ель ство .  1. Пусть равенство (6) выполняется. Докажем, что G — полу­
абелева n-арная группа.

На основании определения 4 из [6] равенство (6) перепишем в виде

Ss.w(SSlw(Sj(p))) =  Sc(p) (7)

или
5 з д ( З Д )  =  Ss.m (Se (p)).(8)

Преобразуем обе части равенства (8) с учетом определения 4 из [6], равенства 3.28 из [7],
предложения 1 из [8], а также того, что для любого х G X последовательность Д~21 х 
является нейтральной 2(п  — ^-последовательностью. Имеем

(5 ь М (З Д )1 -21 Sb( p ) . . .  Sb(a))-  (Sc(d)(Sc(p))l-2l . . .
 v---

2n—4 2n—4
ИЛИ

((кг- 2'2?a 46)(6p' 2l2,p 4fr)t (bp'l '^2np'lb).. .(bâ  2̂2na 4b)) =
v V—  ̂

2 n - 4

= ((сбк'2! d c ) ( c p ^ 2np  4c)i“21 (cp‘~2l2rp 4c ) .. .(c<̂ ~2' d с )).
4 v-------— 2

2n—4

Отсюда получаем:

(6«t-2]2-0T4kbf-2]2T 4pk[-212T 46«^212v 46) = (crff-2!2Trf 4CC[-2] 2тас 4pct-2)2V 4crff-2i 2Td 4c)

или
(ki[~2l2na 4p a ^ 2’a 4fc) = {cd^~2̂ d pd^~2̂ d с ). (9)
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152 Ю. И. Кулаженко

Поскольку четырехугольник (а, Ъ, с, d) — параллелограмм G, то по определению 2 из [6j 
справедливо равенство

2 п —4
(а£̂  J 6 с) — d. (10)

С учетом (10) равенство (9) перепишем в виде

/, r„o i2n—4 r _ o l 2 n - 4 , ,(W  ! a p a 1 1 а Ъ) =
, . 2ri—4 „ ,2п—4 2n—4 , , , ,2 n —4

= (c(o^~  ̂ 6 c)[_2j (abh ~! 5 c )...p (aM   ̂ b c ) ^  ( a b ^  b c ) . . .c ) .4.....  ■v.,—  ̂ ^
2 n - 4  2n—4

Тогда, с учетом равенства 3.28 из [7] и предложения 1 из [8], имеем

(W -2!2̂  V " 2! V 6 )  = (eel-2! V W - 2! V p c t - 2i 4с).

Отсюда получаем:

(6Bl-2l V Pa [- 2|V 6 ) = ( t o M V p c l- ’ ^ c  V - a i V c )

или
(pa^_2l2no 46) = (рс'”2*2пс 4Ьа̂ “2'2??а 4с). (11)

Умножим обе части равенства (11) слева на выражение ср^~^2пр 4. Имеем

( с р ^ 27 4р а ^ 2пЛ )  = ( c p I - ^ V V c )

или
(ca^“^2na 46) = (6a^'^2na ’с). (12)

В силу произвольности выбора точек a , b , c  £ X и на основании предложения 4 из [9] 
заключаем, что G — полуабелева n-арная группа.

2. Пусть G — полуабелева n-арная группа. Покажем справедливость равен­
ства (6).

В теореме 1 из [9] доказано, что четырехугольник {b,Sb{a),Sc (d ) , c )  — паралле­
лограмм G. В теореме 2 из [10] установлено, что произвольная точка р  € X  самосовме- 
щается относительно элементов последовательности вершин четырехугольника тогда 
и только тогда, когда этот четырехугольник — параллелограмм G. Исходя из этого 
заключаем, что произвольная точка р Е X самосовмещается относительно элементов 
последовательности вершин параллелограмма

(b,Sb( a ) ,S c (d ) , c ) ,

а значит справедливо равенство (6).
Теорема доказана.
П редлож ение 1. п-Арная гр уппа  G б у д ет  полуаб ел евой  тогда  и  только  тогда,  

когда  для любых а ,Ь , с  G X вы пол н я ет ся  р ав ен ст во

(Sc (b)a[- 2]2ra 4b) = { b a ^ 2' a 4Sc {b)). (13)

Д ока зат ель ст во .  1. Пусть для любых a , b , c  £ X  равенство (13) выполняется.
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Преобразуем равенство (13) с учетом определения симметричности точек. Имеем

Покажем, что G — полуабелева n-арная группа, если выполняется равенство (14). Рас­
смотрим произвольную последовательность х™ £ X.  Учитывая равенство (14) и то, что

На основании равенства (15), с учетом определения полуабелевой ?г-арной группы за­
мечаем. что G — полуабелева n-арная группа.

2. Если G — полуабелева n-арная группа, то справедливость равенства (13) сле­
дует из предложения 4 из [9]. Предложение доказано.

Т еорема 3. Пусть а, Ь, с  — прои звольные  точки  и з  X , а точка  d  £ X такая,  
что  ч ет ыр ех у гольник  (а, Ь, с, d) — параллелограмм G. п-Арная  гр уппа  G б у д ет  п ол у ­
абел евой  то гда  и  только  тогда,  ко гда  прои зв ольная  тючка р  £ X самосовмещается ,  
от н о с ит ел ьн о  эл ем ент ов  п о сл е д о ват ел ьно ст и  в ершин  четырехугольника

Д ока зат ель ство .  1. Предположим, что равенство (16) выполняется. Покажем, 
что G — полуабелева n-арная группа.

На основании определения 4 из [6] равенство (16) перепишем в виде

Преобразуем равенство (17) с учетом определения 4 из [6j, равенства 3.28 из [7], пред-

(14)

( а Д З Д . а д ) ,

т. е. ко гда  вы пол н я ет ся  р ав ен ст во

S s d{a){Ssc(b){Sb{Sa{p))))  =  Р- (16)

SSe<p)(Sb{Sa(p))) = SSd(a){p)

или
Sb(Sa(p)) = S s c(b)(Ssd(a)(p))- (17)

ложения 1 из [8] и того, что для любого х £ X  последовательность 2]2,£ 3 является 
нейтральной 2[п — ^-последовательностью. Имеем

Sb(ap[ 2]2пр Аа) = SSc(b)(Sd(a)pl 2,2 Р 4 Sd(a))

или

2п—4

Отсюда получаем:

2п—4
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154 Ю. И. Кулаженко

или
, 0„ , л ,2 п —4 ~,2п—4 2п—4 2п—4 „,2п—4 2п—4

(kJ~2l а a b) = ( с$   ̂ b с$~  ̂ с/ ас̂ ~  ̂ h pdL_  ̂ d ad^~  ̂ d  cb̂ ~  ̂ b с ) (18)

Поскольку четырехугольник (а, 6, с, d) — параллелограмм G, то, по определению 2 из [6]. 
справедливо равенство

2п - 4
(afrf~2l 6 с )  — d.

С учетом этого равенства (18) будет иметь вид

( Ъ а ^ 2па У ~ 2'V & )  =
г „,2)1—4 2п—4 2п—4 2п—4 2п—4

= (cb^~ ] b c(ab^ } b с)[-2] (ab[~2] Ь c ) . . . a (ab^   ̂ b с)̂   ̂ (ab̂  ' b с ) . . . рV  / S-------- v---- -----'
2п—4 2тг—4

г „ ,2п—4 . , .2п —4 2 п - 4  2п—4 , _ 2 п - 4
( a U ' Ь с ) {~2] (ab'~2] Ь с ) . . . а ( а $  ' 6 с)̂  ' (аЬ̂   ̂ 6 с)...сЬ^ 1 b с)

Ч--------------------- '' ч ---------------- --------✓
2п—4 2гс—4

ИЛИ

(bal-Ч V p a ^ V f t )  =

= (cbI-a! V CcI-2l V b a ^ V a Cl- !4 V b a I - 4 V p

cb 2l2?lc 4ba(-2]2”a 4acb2]2nc 4bat-2]2na 4c6l-2]2V 4C).

Отсюда

( b a ^ V p a ^ V f t )  = (6ab2l2V V b 2l2V 4bc^2]2V 46ab2]2V 4cb[-212T 4c). (i 9)

Д п - 4  ,2 n —4 2 n - 4
Умножим обе части равенства (19) слева на выражение сЫ~2‘ b cpG2> р  аВ b .Име­
ем

(Cbb2]2T 4cp[-2l27 4o6:-2j2V 46a!- 2]2naV a[-2]2V 46 )^

= (C6 b 2 lV Cp[-2]2- 4ab[-2!2Y 46a [-2]2T V ^ - 2i2nc 4bcb2]2V 4ba[-2]2V 4cbb2]2T 4c). (20)

или

С учетом того, что для любого ж € а  последовательность 2127ж 3 является нейтраль­
ной 2(п  — ^-последовательностью, равенство (20) примет вид

( ^ V c a ^ V b )  = ( W ^ V c b ^ Y c )

(5c(b)a^2̂ 2na 4Ь) = (6а^_2 2̂па 45 С(Ь)). (21)
С учетом (21) и на основании предложения 1 заключаем, что G — полуабелева п-арная 
группа.

2. Пусть (7 — полуабелева n-арная группа. Справедливость равенства (16) следу­
ет из теоремы 2 из [10], поскольку в теореме 1 из [7] установлено, что четырехугольник 
(a, b, <9С(&), Sd(a)) — параллелограмм G.

Теорема доказана.

A b strac t. In the paper some criteria of semi-commutativity of a n-ary group are obtained.
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