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О произведении неразрешимых групп Фробениуса

П. В. Б ы ч к о в

В настоящей работе доказан следующий результат.
Т еорем а. Пусть G — конечная группа, представимая в виде произведения двух 

своих неразрешимых подгрупп Фробениуса А и В , тогда G не является простой груп­
пой.

Все рассматриваемые группы являются конечными. Обозначения, в основном, 
стандартны, их можно найти в [1,2]. Д ля удобства напомним некоторые из них. Если G
— конечная группа, то 7r(G) — множество всех простых делителей |6 '|. Пусть р € тг((?), 
тогда S y lp(G) — множество всех силовских р-подгрупп группы G. Элемент из Sy lp(G) 
будем обозначать Gp. D n — диэдральная группа порядка п, S D n — полудиэдральная 
группа порядка п, Qn — кватернионная группа порядка п. Если п — степень простого 
числа, то Е п обозначает элементарную абелеву группу порядка п. А \  В  — сплетение 
группы А  с помощью В.

Из [3] следует, что для подгрупп А  и В  из формулировки теоремы 
|Л5| =  5, |Л3| =  3, \В5\ =  5, [£з| =  3, поэтому |(7з| <  З2, \G$\ < 52. Далее в работе 
это будет использоваться без дополнительных оговорок. Д ля доказательства теоремы 
нам потребуются следующие результаты.

Л е м м а  1 [4]. Пусть G =  P SL (3 ,q ),  тогда:
1) Если 3 делит q — 1, то G не имеет факторизаций.
2) Если 3 не делит, q — 1 и q > 3, то G имеет следующие факторизации:
G = А В , где |Л| =  (q+ l)q3{ q - l ) 2 и |£ |  -  3{q2+ q + l);  u G  = А В Ъ где |В  : В г\ = 3,

(а Ъ с 
0 е /

0 g h
3) Если G = P S L ( 3,2), то G допускает дополнительно к факторизациям 2) 

следующую факторизацию G = S B ,  где |5 | =  8, В  такая как 2).
4) Если G — P S L (3 /3 ) ,  то G допускает дополнительно к факторизациям  2) 

следующую факторизацию G — С В , где \А : С\ — 3, В  такая как в 2).
Пусть G — P S U (3 ,q 2), тогда:
1) Если q ^  3 и q ф 5, то G не имеет факторизаций.
2) Если q — 3, то G допускает только одну факторизацию G  =  А В, где 

А  “  P S L {3,2) и \В\ = 23 ■ З3.
3) Если q — 5, то G допускает ровно три факторизации G  =  А В , где |Л| =  23-53, 

В  == Л 7, для каждого из трех сопряженных классов Л 7 в G.
Л е м м а  2. Если п  — степень числа 2, то группы Е п, Dn, S D n не содержат 

подгрупп кватернионов.
Доказательство. Д ля Е п лемма очевидна. Централизаторы нецентральных ин­

волюций в группах Dn и S D n являются абелевыми группами. Противоречие с тем, что 
централизатор инволюции в группе кватернионов неабелев.

Из работы [3] следует, что силовские 2-подгруппы в Л и В  — это либо Qg, либо 
Q16- Поэтому порядок силовской 2-подгруппы группы G не превышает 28. Простые неа­
белевы группы, у которых порядок силовской 2-подгруппы не выше 210 описаны в дис­
сертации С. Малыщичкого [5]. Мы покажем, что ни одна из простых групп с силовской
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2-подгруппой порядка не выше 28 из [5] не имеет факторизации двумя неразрешимыми 
группами Фробениуса. Д ля этого последовательно рассмотрим все возможные случаи.

1. \G2\ =  23.
Из таблицы 1.2 [5] следует, что в этом случае G2 G {E%. D &}, что невозможно по 

условию теоремы.
2. |G2| =  24.
Из таблицы 1.3 [5] следует, что G2 € {Pie, Die, S D W}. Согласно лемме 2 ни одна 

из групп данного списка не содержит подгруппы кватернионов, что невозможно.
3. |G2| =  25.
Из таблицы 1.4 [5] следует, что G2 С { Р.з2> Р>з2, S D32, 4? 2}. Первые три группы 

исключаются леммой 2. Рассмотрим случай когда G2 =  4?2. Из таблицы 1.4 [5] следует, 
что в этом случае G  € { P S L { 3, q), q = 22+1 (mod 23); P S U (3, q), q =  22 —1 (mod 23)}. Bee 
факторизации групп P S L (3 ,q ) и P S U (3, q) приведены в лемме 1. Из леммы 1 следует, 
что один из сомножителей разрешим, что противоречит условию теоремы.

4. |G2| — 26.
Из таблицы 1.5 [5] следует, что G2 € {E q4, D64, S D 64, 23+3, 22+4, 23 : i3>8, 24 : 22, 

42 : 22}. Первые три случая исключаются леммой 2. Последовательно рассмотрим 
оставшиеся случаи.

(а) G2 S  23+3.
Из таблицы 1.5 [5] следует, что G =  S z (8). Данный случай невозможен, поскольку 

№ ( 8 ) | ,  3) =  1.
(б) G2 =  22+4.
Из таблицы 1.5 [5] следует, что G =  PSU (3 ,4).  В работе [6] показано, что группа 

P S U (3,4) не имеет факторизаций.
(c) G2 =  23 : Р 8.
Из таблицы 1.5 [5] следует, что G Е { P S L ( 4,2), Л8, Ag, P SU (4 ,2), PSp(4,q),  

q =  22 ±  l(m od 23)}. Пусть G =  P SL (4 ,2 ) ,  тогда |G| =  26 • З2 • 5 • 7. Будем счи­
тать, что 7 делит |А|. Из [2] следует, что А < А 7 или А < 23 : P S L ( 3,2). Так как 
силовская 2-подгруппа в Л 7 является диэдральной группой порядка 8, то первый слу­
чай невозможен. Второй случай исключается тем, что (|23 : Р 5 Х (3 ,2 ) |, 5) =  1. Пусть 
G = Ag. данный случай исключается, поскольку А8 — P S L ( 4,2). Пусть G =  Ад, 
тогда JG| =  26 • З4 • 5 • 7. Данный случай невозможен, так как |С?з| <  З2. Пусть 
G = P S U (4,2), тогда jGj =  26 • З4 • 5, и данный случай аналогичен предыдущему. 
Пусть G =  P S p (4, q), q =  22 ±  1 (mod 23). Так как q — нечетное число, то из [б] следует, 
что группа G ^  P S p (4 ,3) допускает только следующую максимальную факторизацию 
G =  PSL(2 , q2)'2 ■ Pi, где Pi — максимальная параболическая подгруппа группы G. 
Из теоремы Диксона [7, теорема 2.8.27] следует, что группа P S L (2 ,q 2)'2 не содержит 
неразрешимых подгрупп Фробениуса. Так как P S p (4, 3) =  P S U (4, 2), то данный случай 
был рассмотрен.

(d) G2 ^  24 : 22.
Из таблицы 1.5 [5] следует, что G =  P 8 L ( 3,4). Из [6] следует, что группа G до­

пускает только следующую максимальную факторизацию G =  P S L (2 ,1 )  ■ А6. Так как 
силовские 2-подгруппы у обоих сомножителей изоморфны D8, то это случай невозмо­
жен.

(e) G2 =* 42 : 22.
Из таблицы 1.5 [5] следует, что G € {M i2; D 4(q), q =  22 ±  1 (mod 23); 

@2(4), Я = 22 ±  l(m od 23)}. Пусть G =  М 12, тогда JGj =  26 • З3 • 5 • 11. Так как 
|С?з| <  З2, то данный случай невозможен. Пусть G =  D4(q), q =  22 ±  1(??гоо! 23). 
Тогда |6’| =  (о4 -  1) П?=,(<?2‘ -  1) = «‘V  -  D('/2 ~ 1)(94 -  !)(?* -  1) =
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— Q12{q — 1)4(<? +  1)4(<?2 +  1)2(<74 +  Я2 +  !)• Одно из трех последователь­
ных чисел q — 1, q, q -f 1 делится на 3, поэтому |(?з) >  З4, что невозможно. Пусть 
G == G2(q), q =  22 ± 1  (mod 23). Так как q — нечетное число, то из [6] следует, что группа 
G2(q) имеет факторизации в том и только том случае, когда q является степенью числа
3. Поскольку \G2{q)\ =  q6(q6 — l)(g 2 -- 1), то |Сз| > З2, что невозможно.

5. |Go| =  27.
Из таблицы 1.6 [5] следует, что G2 Е { Е г28, D 128, S D U8, 8 I 2, Dg I 2, 24 : D%, 

22+4 : 2}. Первые три случая исключаются леммой 2. Рассмотрим оставшиеся случаи.
(a) G2 =* 8 ? 2.
Из таблицы 1.6 [5] следует, что G € {P S L (3 ,q ) ,  q = 23 +  l(m od 24); 

PSU(4, q), q = 23 — 1 (mod  24)}. Данный случай был рассмотрен в пункте 3.
(b) G2 ^ D 8 l 2.
Из таблицы 1.6 [5] следует, что G € {Лю; Л ц -, P SL (4 ,q ) ,  q =  3(mod 23); 

PSU (4,q), q =  5(mod  23)}. Если G =  Лю или G =  Л ц , то |Сз| > З2, что невоз­
можно. Пусть G =  P S L (4 ,q ) ,  q =  3( mod 23). Из [6] следует, что группа G допускает 
только следующие максимальные факторизации: G = P S p (4, q) ■ Р\ — AGL(2, q2)'2 • Р ь 
где Pi — максимальная параболическая подгруппа в G.

(1) G — P S p (4 ,q ) • Pi, где Л <  PSp(4,q), В  < Р\. Имеют место следующие 
равенства: \PSL{4,q)\ = (4..^_^96(д2 -  l)(g 3 -  l)(g 4 -  1) =  ^ ~ T)q6( q ~ l ) 3( q + l ) 2(q2+ 1)
(q2 + q + 1). |P i| =  j r ^ - q ^ q  -  1 )(q2 -  1 )(q3 -  1) =  -  1)3(<7 +  1 ) V  +  <? +  !)•

\PSp(4, q)\ =  j ^ z v / i q 4 -  D (92 -  1) -  (d^T)'?4^  ~  ^  +  X) V  +  ^
Отсюда следует, что q2 +  q +  1 делит jPi|. Если q — 1 делится на 3, то |6'з| > З2, что 
невозможно. Таким образом, q — 1 не делится на 3 и следовательно, q2 + q + 1 взаимно 
прост с числами q, q — 1, g +  1, g2 +  1. Поэтому g2 +  q + 1 делит \B\. Группа G содержит 
максимальный тор Т  нечетного порядка q2 + q + 1. Значит все инволюции группы G не 
коммутируют с элементами тора Т. Следовательно, тор Т  содержится в инвариантном 
множителе группы Фробениуса В  и является в ней характеристической подгруппой. 
Поэтому В  — N b (T) .  С другой стороны, N g ( T)  — разрешимая группа. Противоречие с 
тем, что В  неразрешима.

(2) G — AG L(2 ,q2)'2 ■ P i, где Л <  AG L (2 ,g2)'2, В  < Р\. Имеют место равенства: 
|P i| =  (4;фггj q6(q - 1  )3(<?+1 )2(q2+ q + 1), I AG L(2,<72) '2 | =  2q2(q4— l)(q2— l). Противоречие 
получается точно также, как в пункте (1).

Пусть G == P S U (4, q), q =  5(mod 23). Из [6] следует, что группа G' допускает толь­
ко следующие максимальные факторизации: G =  N \P 2 = N \P S p (4. <?). Имеют место ра- 
венства: \PSU(A,q)\ = П?=,(9,+1 -  (~1)‘+I) = jc i+ i)96(» -  1)2(9+ 1)3(92 ~ 9 + 1 ) .
[G : P2] =  (93 +  1)(9 +  1) =  <9 +  1 )2(g2 - 9 + 1 ) .  
[G : PSp{4, 9)] =  ^  =  (2’
Предположим, что в обоих факторизациях А < Ni, В  < Р2 (PSp(4,q)).  Если q +  1 де­
лится на 3, то |Сз| >  З2, что невозможно. Поэтому q +  1 не делится на 3. В этом случае 
q2 — q + 1 взаимно прост с числами q, q — 1, q + 1, g2 + 1 . Таким образом, q2 — q+  1 делит 
| Л |. Группа G содержит максимальный тор Т  нечетного порядка q2 — q+  1. Поэтому все 
инволюции группы G  не коммутируют с элементами Т. Таким образом, тор Т  содержит­
ся в инвариантном множителе группы Фробениуса Л и является характеристической 
подгруппой в Л. Значит, Л =  N a (T). С другой стороны, N q (T) — разрешимая группа. 
Противоречие с тем, что N q (T) > N a (T) = А  — неразрешимая группа,

(c) G2 =  24 : Dg.
Из таблицы 1.6 [5] следует, что G € {М 22, М 23; M CL\ P SU (4 ,q), q = 3 (mod 23). 

P SL (4 ,q), q =  5(mod 23)}. Поскольку два случая были рассмотрены в пункте 5 (Ь),
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поэтому осталось рассмотреть первые три случая. Пусть G = М22, тогда |G| =  27 • З2 • 
5 • 7 • 11. Будем считать, что 11 делит |Л|, тогда из [2] следует, что А < P S L (2,11). 
Это невозможно, так как силовская 2-подгруппа в P S L ( 2,11) элементарная абелева. 
Пусть G =  М2з, тогда \G\ — 27 • З2 • 5 • 7 • 11 • 23. Будем считать, что 23 делит |Л|, 
тогда из [2] следует, что А <  23 : 11. Последнее невозможно. Пусть G =  М сL . тогда 
|G| — 27 • З6 • 53 • 7 • 11 и |£?з| > З2, что невозможно.

(d,) G-i =  22+4 : 2. Из таблицы 1.6 [5] следует, что G £ { J2, J 3}. В обоих случаях 
|Сз| > З2, что невозможно.

6. G2 = 28.
Из таблицы 1.7 [5] следует, что G'2 € { £ 256; £>256, S D 256, 26 : 22, силовская 2- 

подгруппа в G2(7), силовская 2-подгруппа в Р5р(4, 7), 2(2 ? 2 ? 2)}. Первые три случая 
исключаются леммой 2. Рассмотрим оставшиеся случаи.

(a) G2 “  26 : 22.
Из таблицы 1.7 [5] следует, что G  =  PS’p(4,3) и jG| =  28-32-52-17. Будем считать, 

что 17 делит |Л |, тогда из [2] следует, что Л <  P S L ( 2,16) 2. По теореме Диксона [7, 
теорема 2.8.27] данный случай невозможен.

(b) G2 — силовская 2-подгруппа в G 2(7).
Из таблицы 1.7 [5] следует, что G  G {G2(g), Я = 23 ±  1 (mod 24); D^q), 

q =  23 ±  l(m od 24)}. Оба случая были рассмотрены в пункте 4 (е).
(c) G2 — силовская 2-подгруппа в P S p (4,7).
Из таблицы 1.7 [5] следует, что G G {PS’p(4,g'), <7 =  23 ±  l(m od 24)}. Данный 

случай был рассмотрен в пункте 4 (с).
(d) G2 ^  2(21212).
Из таблицы 1.7 [5] следует, что G =  Ly. Данный случай невозможен, так как 

G3I > З2. Теорема доказана.

A b s tra c t . The paper shows th a t finite groups which are a product of two non-solvable 
Frobenius sub-groups are non-simple.
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