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1. Введение

В работе рассматриваются только конечные группы. Согласно результатам Ви- 
ландта [1] и Кегеля [2], группа, представимая в произведение двух своих нилыютентных 
подгрупп (кратко динильпотентная группа), разрешима. Класс динильпотентных групп 
содержит все сверхразрешимые, бипримарные, метанильпотентные группы и далеко не 
исчерпывается ими. В 1958 году Виландт [1] ввел следующее понятие. Подгруппа Н 
группы G =  А В  называется факторизуемой в G =  АВ,  если Н — {А П Н)(В  П Я)  и 
А П  В  С Н . Факторизуемые Х-проекторы динильпотентных групп исследовали в 1990 
году Хайнекен [3] для насыщенной формации X, в 1994 году Амберг и Хёфлинг [4] для 
класса Шунка X.

Одним из обобщений понятия нильпотентной группы является введенное в 
1938 году С.А. Чунихиным [5] понятие р-разложимой группы. Группа называется р- 
разложимой, если силовская р -подгруппа выделяется в ней прямым множителем. Если 
группа р-разложима для любого р из некоторого множества простых чисел 7г, то она 7г- 
разложима. Ди-7г-разложимые группы, т. е. группы, представимые в произведение двух 
своих 7г-разложимых подгрупп, уже необязательно являются разрешимыми. В 1983 го
ду B.C. Монахов [6] исследовал условия разрешимости таких групп в зависимости от 
состава простых чисел из 7г.

В настоящей работе найдены условия, при которых 7г-разрешимая ди-7г- 
разложимая группа обладает факторизуемым в ней X-проектором. Основная цель — 
доказать следующий результат.

Теорема. Пусть X — класс Шунка, X — 0^'Х, G = А В  — 7Г-разрешимая группа, 
А и В  — её -к-разложимые подгруппы, n(A)Lln(B)  С Char(X). Тогда в G имеется хотя 
бы один Х-проектор, факторизуемый в G — АВ.

2. Основная часть

Используется терминология, принятая в [7, 8]. Напомним некоторые определения 
и обозначения.

Для класса групп X  подгруппа Н группы G называется X-проектором, если 
H N / N  — максимальная ^-подгруппа в G /N  для любой нормальной подгруппы N  из G. 
Примитивная группа — это группа G, в которой существует максимальная подгруппа 
М  с единичным ядром Согес{М).  Класс Шунка — непустой гомоморф X, содержащий 
всякую группу G , у которой все примитивные факторгруппы принадлежат X. Через 
7г обозначается некоторое множество простых чисел, 7г' — дополнение к п в множестве 
всех простых чисел. Char(X) — множество всех простых чисел р, для которых цикли
ческие группы порядка р принадлежат X. Через <Зп/ обозначается класс всех 7г'-групп.

Для класса Шунка X  такого, что X  =  Ф^'Х. во всякой 7Г-разрешимой группе G су
ществует в точности один класс сопряженных Х-проекторов [9] и понятия ^-проектора 
и 36-покрывающей подгруппы совпадают [10].
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Для доказательства теоремы нам потребуются некоторые известные результаты.
Лемма 1 [8]. Пусть U , V, W  — подгруппы группы G. Тогда следующие утвер

ждения эквивалентны :
1) U n V W  =  ( U n V ) ( U D W ) ;
2) u v n u w  =  U (V D W ) .
Лемма 2 [11]. Пусть G =  АВ, где А и В  — подгруппы группы G. Если F  — 

подгруппа, факторизуемая в G — АВ, то F  =  A F  П BF.
Лемма 3 [8]. Д л я  любого непустого гомоморфа X и для любой группы G спра

ведливы следующие утверждения:
1) если Н  — Х-проектор группы G и N  <G, то H N / N  является Х-проектором 

группы G/N;
2) если R / N  — Х-проектор группы G /N  и Н  — Х-проектор группы R, то Н — 

Х-проектор группы G .
Лемма 4 [12]. Пусть группа G =  А В  обладает свойством Dn, а подгруппы А 

и В  обладают свойством Еж. Тогда
1) существуют холловы тг-подгруппы в А и В  такие, что А^В^ — B^Aj, явля

ется холловой 7г-подгруппой группы G;
2) если А и В  тт-замкнуты, то [Л*-, Вп] С On(G).
Лемма 5 [7]. Пусть Н — абелева нормальная подгруппа группы G, причем 

Н\, |G : Я |)  =  1. Тогда Н = [H,G] х (Н П Z(G)).
Лемма 6. Пусть G =  А В — ненилъпотентная л  -разрешимая группа, А и В  

— ее к-разложимые подгруппы. Если G имеет единственную минимальную нормаль
ную подгруппу N , N  — р-группа для р G 7г и Ф(G) =  1, то справедливы следующие 
утверждения:

1) А Г В  =  1;
2) либо N  С- А, либо N  С А;
3) если N  С А, то А — р-группа, В  — р'-группа.
Доказательство. Покажем справедливость утверждения 1). Так как G ненильпо- 

тентна и Ф(б') — 1, то в G найдется максимальная подгруппа М  такая, что G =  N  М. Из 
условия следует, что N  — элементарная абелева р-группа, N П Д / =  1 и N  — Cq{N).  Под
группа Фиттинга F{G) С Cc(N)  и N  С F(G),  поэтому F(G)  =  N.  Из 7г-разрешимости 
G следует р-разрешимость G, а также подгрупп А  и В.  Поэтому G, А  и В обладают 
свойством Dpi. По утверждению 1) леммы 4 в А и В  найдутся холловы //-подгруппы АР' 
н Вр> соответственно такие, что Ap>Bpi — холлова р'-подгруппа группы G. Аналогично, 
в А и В  найдутся силовские р-подгруппы Ар и Вр соответственно такие, что АРВР — 
силовская р-подгруппа группы G. Из 7г-разложимости А  и В  следует р-разложимость 
А и В. Поэтому А — А р х А р> и В  — Вр х Вр<. Отсюда [Ар> П Вр>, АРВР) =  1. Эго означает, 
что Ар! П Bpt С Сс(АрВр) С Cg(N)  =  N.  Следовательно, Api П Bpi — 1.

Холлова р'-подгруппа Мр> группы М  является холловой //-подгруппой группы G. 
Поэтому Ар’Вр' — М'р С М х для некоторого х  € G. Ввиду этого, не нарушая общности 
рассуждений, можно считать, что ApiBpi С М.

Обозначим F* = F*(M),  где F*(M) — обобщенная подгруппа Фиттинга груп
пы М.  По лемме 3.9 из [6], G/Cg{N)  ~  М  не содержит нормальных р-подгрупп, т.е. 
Ор{М) =  1.

Покажем, что F* — р'-группа. По теореме Х.13.6 из [13] F*/ Z ^ F * )  квазиниль- 
потентна. Обозначим F  — F*/Z00(F*). Тогда F  = Fi  х F 2 х . . .  х F n — прямое произ
ведение неабелевых простых групп, F , — минимальная нормальная подгруппа группы
F, г = 1 ,2 ,...  ,п. Так как F  р-разрешима и F t неабелева, то F i: а следовательно, и F
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являются р'-группами (г =  1 ,2 , . . . ,  п). Если р делит \Z00(F*)\, то в ZX>(F*) существует 
неединичная силовская р-подгруппа Р. Из Р  о Z00(F*)charF* < М  следует, что Р  < 1 М.  
Поэтому Р  С Ор(М) — 1. Противоречие с Р ф 1. Таким образом, р не делит |Zoo(F*)|. 
Но тогда Zoo(F*) — р'-группа. Откуда следует, что F* — р'-группа.

Покажем, что F * N /N  — F*(G/N).  Из квазинильпотентности F* следует ква- 
зинильпотентность F*N/N.  Ввиду F*N /N  < M N / N  = G / N  получаем, что F*N /N  С 
F*(G/N).  Обозначим F*(G/N)  =  K /N .  Тогда К  = К  П N M  =  N ( K  П М).  Так как 
K / N  ~  К  П М / К  П М  П N  =  К  П А/, то К  П М  квазинильпотентна, причем К  П М  < М. 
Поэтому К  П М  С F*. Тогда F * N /N  С K /N  — (К  П M ) N / N  С F* N / N . Это означает, 
что F*N/N  -  F*(G/N).

По теореме Х.13.2 из [13] Cg/n {F*{G/N)) С F { G /N ) С F*(G/N). Так как 
CG(F*)N/N  С Cg/n {F *N /N ), то Cg (F*)N/N  С F*iV//V. Поэтому Ca (F*)N С F*/V. 
Из Z(F*N)charF*N < M N  = G следует, что Z(F*N)  нормальна в G. Если Z(F*N) ф 1, 
то А С Z(F*N).  Так как N  абелева, то N  — N  П Z (F * N ) =  Cn (F*). Отсюда р'-группа 
F* С Cg{N) = N.  Получили противоречие с |iV| = ра. Итак, Z(F*N)  =  1. Тогда 
CN(F*) = 1.

Если р делит |Cg(F*)|, то ввиду Cc{F*)N  С F*7V неединичная силовская р- 
подгруппа из Cc(F*) содержится в А, а следовательно, в Cq {F*) П N  =  Cn (F*) = 1. 
Противоречие. Итак, Cg (F*) р'-группа.

Из р-разложимости Л и В  следует, что [Ар П Вр, Av’Bv>) — 1. Откуда А р П Вр С 
Сс{Ар/Bpi) С Cg(F*) =  1. Итак, Лр П Вр — 1.

Если АП В  Ф 1, то найдется простое число г, которое делит \АПВ\.  Тогда нееди
ничная силовская r -подгруппа R  группы А П  В  содержится в силовских г-подгруппах 
А т и Вг соответственно.

Если г — р, то R  С А р П Вр =  1. Противоречие с R Ф 1.
Если г ф р, то г — р'-число. Группы А и В  обладают свойством Dv'. Поэтому 

R  С Аг С Ар/ и R  С Вг С Вр'. Значит, Я С П Вр> — 1. Противоречие с R ф 1.
Таким образом, ,4 П В — 1. Утверждение 1) доказано.
Докажем утверждения 2). Подгруппы A N  ~  A N  П M N  — (A N  П M ) N  — A \ N  и 

B N  = ( B N  П M ) N  =  B XN,  где Ai = A N  П M, Bi — B N  П M.
Покажем, что А г П Bi  — 1. Предположим, что А\ П В\ ф 1. Допустим, что 

р делит \Ai П Вх\. Тогда в А\ П Bi найдется силовская р-подгруппа Т  ф 1. Так как 
А\  П N  — 1 и В\  П N  =  1, то ввиду А\  ~  A N / N  ~  А /А  П N  и В\ ~  B N / N  ~  В / В  П N  
подгруппы Ai и В г р-разложимы. Ясно, что Ар> и ВР> — холловы р'-подгруппы в A t и 
В\ соответственно. Тогда Ai = А\р х Ар> и Bj =  В\р х Вр/, где / i ip и B ip — силовские 
р-подгруппы из /li и ii] соответственно. Отсюда получаем, что [/11р П В1р, .4?/ / ^ ]  — 1. 
Тогда Т  С Aipnj5 ip С Сс(Лр'Вр') С Cg(F*) — р'-группа. Противоречие. Итак, AifljBi — 
р'-группа. Из р-разложимости А\ и В> следует, что А р> и Вр‘ — единственные холловы 
р'-подгруппы в А\  и В] соответственно. Значит, А 1 П В\  С Ар> П Вр> — 1. Противоречие. 
Итак, А\ П Bi = 1.

Установим, что Ai-Bi =  М.  Так как А\В\  — ( A N ПМ ) ( В N ПМ)  С М,  то \А\В\\ < 
\М\. Из (А П N )(B  flJV) С iV следует, что |(Д П N )(B  П N ) | < |А |. Тогда

■ ,  р  _ I .  |  И 1  | В 1  К - 1  | С |  , , , ,
1 ‘ I ' ‘ I 1 | Л П Л Г| j f i n j V I  \А П jV| • | B n W |  -  |JV|

Таким образом, АуВ\ — М.  Отсюда N  — (А П N ) (B  П N).
Обозначим Ni = АП N  и А2 =  ВП N.  Тогда N  — N\ х А2. Из р-разложимости А и 

В  следует, что Ni  С А р С Со (Л?>) и N-2 С Вр С Cg(Bp>). Поэтому N  =  Cn (Api)Cn (BP’).
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Так как CN(Ap,) П CN(Bp,) С CN(Ap,Bp,) С CN(F*) = 1, то N  = CN{AV,) х CN(Bp,). 
Значит, N\ — Cm (Api) и N2 — CN(BP').

Покажем, что Мг < G для г — 1,2. Так как G — А В , А и В  р'-замкнуты, то по 
утверждению 2) леммы 4 [Лр/, Т?р/] С Op'(G). Поскольку N  — единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы G, то N  С Op<(G). Поэтому Op/(G) =  1 и [Ар>, Вр>) =  1. 
Отсюда следует, что ApiBp> С Ng(Cn(Ap>)) и АР'ВР> С Ng(Cn(Bp')). По лемме А.4.7 
из [8] [Cn(Ap'), Bpi] С См(Ар>). Допустим, что С ^(А Р>) ф [См(Ар>), ВР']. Обозначим С\ =  
См(Ар'). Так как ВР' С Cn(Ci),  то С\ <С\ВР'. По лемме 5 получаем, что С\ =  [С\, Вр>] х 
CCl(BP'). Но СсЛВр') С С ^(В Р0 и СсАВр') С С , =  c w c v ) -  Из C W ^ n C ^ V )  =  1 
следует, что Сс1 (Вр>) = 1. Поэтому С'] — [Сь  5 р/]. Из леммы 5 следует, что N  =  [7V, Вр/] х 
CN{BP,). Так как С\ =  [Сь £ р/] С [Ат, 5 р/] и N  =-- Сх х CN(BP,), то |А | -  |[iV,-ВР']| • 
\См(Вр/)\ =  \С\\ ■ |C n(Bp')\. Откуда имеем, что [N, Вр>] = С\ — См(Ар>). Аналогично 
показывается, что [N, Ар'} =  CN(BP'). Но тогда h \  =  [Д'г, Вр>] и Л''2 =  [Дг, Арл. Отсюда 
получаем, что Лр/ С Ng(N 2) и £?р/ С Nc(Ni).  Так как АГ1 =  А П N  <з А, то Лр С Л С 
Na(Ni) С Ng(Ni).  Для любого b £ Вр имеем A'f — [TV, £ y jfe =  [iVfc, Bp,] =  [TV, J3P']. 
Это означает, что Вр С Nq(Ni) .  Поскольку |G| =  |Л| • |Я| — |ЛР| • |ЛР'| ■ \ВР\ ■ \ВР<\ = 
\АРВР\ ■ \АР'ВР'\, то G = (ApBp)(AptBp' ) С Nq(Ni)  С G, т.е. G =  Ng(N\).  Аналогично 
показывается, что G — N q (N 2). Но тогда либо N  — N\, либо N  =  No. Отсюда получаем, 
что либо N  С А, либо N  С В. Утверждение 2) доказано.

Докажем утверждение 3). Пусть N  С А. Из р-разложимости А следует, что 
-4р' С Сл (Ар) С Ca ( N ) С Cg(N) — N.  Поэтому Лр/ =  1 и А — р-группа. Так как 
В = Вр х Вр/, то Вр/ — холлова р'-подгруппа в G и М. Из свойства Dv< следует, что 
р'-подгруппа F* =  F*(M ) С Вр>. Но Вр С Св(Вр>) С Cb (F*) С Ca{F*) — р'-группа. 
Поэтому 5 Р =  1 и 5  — р'-группа. Лемма доказана.

Доказательство теоремы. Предположим, что теорема неверна. Пусть 6’ — груп
па наименьшего порядка такая, что (7 7г-разрешима, G — А В , где Л и В  — её 7Г- 
разложимые подгруппы, 7г(Л) U тг(В) С Char(X) и любой 36-проектор группы G не 
факторизуется в G — АВ.

Если G нильпотентна, то из \G/Corea(M)\ = р € тг(А)ил(В)  С Char(^) следует, 
что G/Согес(М)  G X для любой максимальной подгруппы М  группы G. Но тогда 
G Е X п G есть свой 36-проектор, что дает противоречие с выбором G.

Значит, G — ненильпотентная группа. Пусть N  — минимальная нормальная 
подгруппа из G. Тогда для G / N  =  A N / N  • B N / N  все условия теоремы выполня
ются. По выбору G в группе G /N  существует 36-проектор L / N  такой, что L / N  =  
(A N /N  П L / N ) ( B N / N  П L /N )  и A N / N  П B N / N  С L /N .  Отсюда L =  (A N  П L )(B N  П L) 
и A N  П B N  С L. Это означает, что L факторизуема в G — A N  ■ B N .  Ввиду леммы 2 и 
N  С L, имеем L -  A N L  П B N L  — AL  П BL. Так как Л С A N  и В  С i?iV, то Л П В  С L. 
Поэтому ЛЬ П B L  =  (Л П В)Ь.  По лемме 1 получаем, что L — (L П A)(L  П В). Итак, L 
факторизуема в G =  АВ.

Пусть Я  — некоторый 36-проектор группы L. Ввиду утверждения 2) леммы 3 И 
является 36-проектором группы G. Так как H N / N  — максимальная 36-подгруппа в G /N  
и H N / N  С L / N  G 36, то H N / N  — L /N .  Рассмотрим два случая.

1. Пусть L ^  G. Тогда L =  (Л П Ь)(В П L) — ди-7г-разложимая группа, для 
которой все условия теоремы выполняются. Поэтому в L найдется Х-проектор К , фак
торизуемый в L — (АП L ) ( B Г)L). Так как 36-проекторы сопряжены в L. то К  — Н* для 
некоторого t G L. Из Л П В  С L и (Л П L) П (В  П L) С получаем, что Л П В  С Я '. 
Отсюда и из Я 4 =  ((Л П L) П Я г)((В П I )  П Я ‘) =  (ЛП Я*)(В П Я 4) следует,, что Н 1 -  
факторизуемый Х-проектор в G =  Л Я  Получили противоречие с выбором G.
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2. Пусть L  =  G. Тогда G / N  =  L / N  G X для любой минимальной нормальной 
подгруппы N  группы G.

Если G не является примитивной группой, то любая ее примитивная фактор
группа принадлежит X. Так как X  — класс Шунка, то G € X  и G является своим 
ЗС-проектором. Противоречие с выбором G.

Пусть G — примитивная группа. Если N  — 7г'-группа, то получаем противоречие 
с G Е &Ж'Х — X. Значит, N  — абелева р-группа для некоторого простого р € тс. Тогда 
то теореме Бэра [2] N  является единственной минимальной нормальной подгруппой 
группы G такой, что N  — С с  (N ). Из примитивности G следует, что Ф(б') =  1. Так как 
G = N H  и G (/. X, то II содержится в некоторой максимальной подгруппе М  группы 
G, причем Coreo(M)  =  1. Из G =  N М  и N  П М  = 1 следует, что Я  =  М.

Так как G р-разрешима, то Я  также р-разрешима, и обладает свойством Dpt. 
Поэтому Я  =  ЯрЯр/, где Нр — силовская р-подгруппа, а Я р> — холлова р'-подгруппа 
группы Я. По лемме 6 А — силовская р-подгруппа, В  — холлова р'-подгруппа группы G. 
Поэтому Нр С А9, Я р/ С В н для некоторых элементов д, h G G. Из G = А В  следует, что 
найдутся элементы а е А и b Е В, для которых g l r 1 = ab. Тогда А9 =  Abh и B h =  В Ьк. 
Для х = (bh)-1 имеем Я* С Л и Нр С Б. При этом Я* =  Л П Н х и Я*, — В П Н х. 
Отсюда Я ж =  ЯрЯ^, = (Л П Н Х)(В П Я*). Ввиду Л П Я =  1 С Я ж, получаем, что Я ж 
факторизуема в G’ =  ЛЯ. Так как Я х является Х-ироектором группы G, то теорема 
доказана.

3. Заключение

Полученные в теореме условия существования факторизуемого 36-проектора в 
группе G =  ЛЯ дают ряд приложений для конкретных классов групп X.  Так как всякая 
насыщенная формация является классом Шунка, то справедливо следующее

Следствие 1. Пусть $  — насыщенная формация, причем $  — <£>„'$, G — ЛЯ 
■к-разрешимая группа, где А и В — ее п-разложимые подгруппы, tt(A)Utt(B) С СЬаг(З’) ■ 
Тогда в G имеется хотя бы один $ -проектор, факторизуемый в G = АВ.

Если X — класс всех 7Г-нильпотентных групп или класс всех 7г-сверхразрешимых 
групп, то в 7г-разрешимой группе множество всех X-проекторов совпадает с множеством 
всех 7г-картеровых подгрупп, соответственно с множеством всех 7г-гашюцевых подгрупп 
[10]. Напомним, что подгруппа S  группы G называется 7г-картеровой подгруппой, если 
S  7г-нильпотентна, S  — Nq(S)  и { G ^  =  {^l^; подгруппа Я  группы G называется 7Г- 
гашюцевой подгруппой, если Я  7г-сверхразрешима, \G\^> — \ 11\п< и для любых подгрупп 
N  и М  таких, что Я  С N  С М  С G, индекс | М  : iV| есть составное число.

Следствие 2. Пусть G = А В  — 7г -разрешимая группа, где А и В  — ее л  - 
разложимые подгруппы. Тогда в G имеется хотя бы одна т:-картерова подгруппа, 
факторизуемая в G — АВ.

Следствие 3. Пусть G =  ЛЯ — 7х-разрешимая группа, где А и В — ее л- 
разложимые подгруппы. Тогда в G имеется по крайне мере одна тс-гашюцева подгруппа, 
факторизуемая в G =  ЛЯ.

Пусть Л/" — такое подмножество множества всех натуральных чисел N, что N \J\f 
замкнуто относительно умножения и содержит 1. Согласно [14], группа R  называется 
yV-группой, если \R : W\ £ j\f  для любой максимальной в R  подгруппы W.  Если, кроме 
того, R  есть подгруппа группы G и \U : V\ не принадлежит N  для любых подгрупп 
U u V таких, что R  С V  С W  С С, то R  называется силовской Л/*-подгруппой группы
G. В [15] показано, что если Af  содержит все 7г'-числа и X — класс всех ЛЛтрупп, то
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в 7г-разрешимой группе множество всех X-проекторов совпадает с множеством всех 
силовских Л/"-подгрупп.

С ледстви е 4. Пусть N  содержит все к'-числа. Если G =  А В  — л-разрешимая 
группа, где А и В  — ее л  -разложимые подгруппы, то в G имеется по крайне мере одна 
силовская A f -подгруппа, факторизуемая в G = АВ.

Abstract. The paper considers projectors of finite 7r-soluble 7r-decomposable groups and 
the conditions of existence in G X-projector H (X is the Schunck class) such that H = 
(.А П H) ( B  П H)  and Л П В С  H.
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