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1. Введение

Напомним, что подгруппа А группы G называется перестановочной с подгруппой
В , если ЛВ — В А. Если А  перестановочна со всеми подгруппами из G, то А называ
ется квазинормальной [1] (или, по другому, перестановочной [2, 3]) в G. Подгруппа А 
является s-перестановочной (или s-квазинормальной) подгруппой в G , если А переста
новочна со всеми силовскими подгруппами из G. Если Н — подгруппа конечной группы 
G, то Hsg — подгруппа из Я, порожденная всеми такими ее подгруппами, которые s- 
перестановочны в G. Будем говорить, следуя [4], что HsG — s-ядро подгруппы Я  в 
группе G.

Перестановочные подгруппы обладают рядом интересных свойств. Например, ес
ли Я  — перестановочная подгруппа некоторой конечно порожденной группы G, то Я 
субнормальна в G [2]. Данный результат обобщает следующую теорему Ope [1] : Каж
дая перестановочная подгруппа конечной группы является субнормальной. Уточняя 
результат Оре, Ито и Сеп доказали [5], что для каждой перестановочной подгруппы 
Я конечной группы G фактогруппа Я  /На  нильпотентна. Позднее, Майер и Шмид до
казали [6], что при таком условии также верно, что H/Hq < Z^{G/ ИG). Кегель [7] и 
Дескинс [8] показали, что подгруппа Я, перестановочная со всеми силовскими подгруп
пами конечной группы G, наследует ряд ключевых свойств перестановочных подгрупп. 
В частности, такая подгруппа Я  субнормальна, а факторгруппа Я /На нильпотентна; 
если же G разрешима и Я  также перестановочна со всеми системными нормализатора
ми группы G, то Я /HG < Z ^ G / H a )  [9].

Тем не менее, s-перестановочные подгруппы имеют следующее свойство, которое 
существенно отличает их от перестановочных подгрупп: s -перестановочные подгруппы 
конечной группы G образуют подрешетку решетки L(G) всех подгрупп из G [7]. Дан
ный важный результат показывает, в частности, что для любой подгруппы Я  конечной 
группы G подгруппа IIso является s-перестановочной в G. Основываясь на этом факте, 
мы даем новые приложения перестановочных и s-перестановочных подгрупп в теории 
разрешимых групп. Все рассматриваемые в дальнейшем группы конечны.

Определение 1. Пусть Я  — подгруппа группы G. Тогда будем говорить, что Я 
р-вложена в G, если существуют такие перестановочные подгруппы Т  и С группы G. 
что Н Т  =  С и Т  П Я  <  HsG. “

Следующий простой пример показывает, что в общем случае множество р- 
вложенных подгрупп шире множества всех s-перестановочных подгрупп и множества 
всех с-нормальных подгрупп.

Пример 3. Пусть Р  =  Мт{2) = <  х, у \ х2™ 1 =  у2 =  1,ху = х 1+2т 2 >, где 
т > 3. И пусть А  = <  х >, В  = <  у >. Тогда Р — [А]В и \В\ — 2. Ввиду [10, с. 191], Z(P)
- циклическая группа порядка 2т~2. Ясно, что В — нормальная подгруппа в Z(P)B.  

Пусть —  группа простого порядка 3 и G —  Z3zP =  [К]Р, где К  — база регулярного 
сплетения G. Тогда подгруппа А является р-вложенной в G, но не s-перестановочной и 
не с-нормальной в G.
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Целью данной работы является доказательство следующей теоремы, дающей ха
рактеризацию сверхразрешимости в терминах р-вложенных подгрупп.

Теорема 1. Пусть G — группа. Тогда следующие утверждения равносильны:
(1) G сверхразрешима.
(2) Каждая 2-максимальная подгруппа Е из G с непримарным индексом \G : Е\ 

имеет циклическое добавление в Е °  и существует такая нормальная подгруппа Т , 
что ЕТ  — Е ° и Т  П Е  < E q .

(3) Каждая 2-максимальная подгруппа Е  из G с непримарным индексом \G : Е\ 
имеет циклическое добавление в Е ° и р-вложена в G.

Следствие 1 [11]. Группа G сверхразрешима, если каждая ее 2-максимальная 
подгруппа нормальна в G.

Следствие 2 [12]. Группа G сверхразрешима, если каждая ее 2-максимальная 
подгруппа s-перестановочна в G.

Следующая наша теорема является первым шагом в доказательстве теоремы 1.
Теорема 2. Пусть G — группа u p  — простое число. Группа G является раз

решимой тогда и только тогда, когда для каждой максимальной подгруппы М  из G 
либо |G : М | — степень числа р, либо М  является р-вложенной в G подгруппой.

2. Предварительные результаты

Напомним некоторые известные результаты о субнормальных и 5-перестановочны:- 
подгруппах, которые будут использоваться в работе неоднократно.

Лемма 1. Пусть G — группа u A < K < G , B < G .  Тогда
(1) Если А и В являются субнормальными подгруппами группы G, то (А, В) 

субнормальна в G [3, A, Lemma 14.4].
(2) Предположим, что А — нормальная подгруппа в G. Тогда К /А  субнормальна 

в G/А  тогда и только тогда, когда К  субнормальна в G [3, A, Lemma 14.1].
(3)Если А субнормальна в G и А — 7Г-подгруппа группы G, то А < On(G) [13].
(4) Если А субнормальна в G и В  — минимальная нормальная подгруппа группы 

G, т,о В < Nc(A)  [3, A, Lemma 14.5].
(5) Пусть Н  — р-группа для некоторого простого р. Тогда II — s- 

перестановочная подгруппа в G тогда и только тогда, когда Op(G) < Ng(H) [9].
Лемма 2. Пусть G — группа и Н  < К  < G. Тогда
(\)Если Н s -перестановочна в G, то Н  субнормальна в G [7].
(2)Если II перестановочна в G, то Н субнормальна в G [1].
(3)Если II s -перестановочна в G, то Н s -перестановочна в К  [7].
Приведем основные свойства s-ядра.
Лемма 3. Пусть G — группа и II < К  < G. Тогда
(1) IISG — s -перестановочная подгруппа в G и IIq < # sg-
(2) IIsG < HsK.
(3) Предположим, что Н нормальна в G. Тогда (К / I I ) s (g / h ) = Ksq / Н.
(4) Если Н является либо силовской подгруппой в G, либо максимальной под

группой группы G, то Hsq = HG-
Доказательство. Утверждения (1-3) очевидны. Ввиду леммы 2(1), IIs g  субнор

мальна в G, и поэтому в случае, когда Н  является силовской подгруппой в G , Ifsq =  Но 
по лемме 1(3).

Теперь предположим, что II — максимальная подгруппа в G. Если D = Hq ф 1. 
то по индукции (I I /D)„(g/d) = (H/D)(g/d) — D/D.  Следовательно, Hsq — D. Пусть D =
1 и iV — минимальная нормальная подгруппа в G. Тогда по [3], либо N — единственная
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минимальная нормальная подгруппа в С и С  = Cq(N) < N,  либо G имеет в точности 
лве минимальные нормальные подгруппы, скажем N  и R  такие, что N  ~  R неабелева, 
R = C w . N n H — \ — R H H .  Пусть L — минимальная субнормальная подгруппа 
з G, содержащаяся в Н.  Если L < N,  то LG = LNH — LH < D =  1, противоречие. 
Следовательно, L (jt. N  и аналогично L ^  R. Значит, L П N  — 1 =  L П R. Но по лемме 
1(4), N L  =  N  х L, тогда L < С, противоречие. Таким образом, Hsg =  1 — D. Лемма 
доказана.

Отметим некоторые общие свойства р-вложенных подгрупп.
Лемма 4. Пусть G — группа и Н < К  < G. Тогда:
(1) Предположим, что Н нормальна в G. Тогда К /Н  р-вложена в G/Н  тогда 

и только тогда, когда К  является р-вложенной подгруппой в G .
(2) Если Н р-вложена в G, то Н р-вложена в К .
Доказательство.
(1) Необходимость. Предположим, прежде всего, что К /Н  является р- 

зложенной подгруппой в G/Н  и пусть Т /Н  и С /Н  — перестановочные подгруппы в 
G/Н  такие, что (К / Н ) ( Т / Н ) = С/Н  и (Т/Н)  П ( К/ Н)  < (K /H)s{G/H). По лемме 2(2), 
Т/Н  и С /Н  субнормальны в G/Н.  Согласно лемме 1(2), Т и С субнормальны в G. С 
другой стороны, имеем К Т  = С и Т  П К < K sq , ввиду леммы 3(3). Следовательно, К  
р-вложена в G.

Достаточность. Теперь предположим, что для некоторых перестановочных 
подгрупп Т и С из G мы имеем К Т = С и Т П К  < K sq. Тогда по лемме 2(2) и 1(1), 
подгруппы Н Т  и С Н являются субнормальными подгруппами в G, поэтому по лемме 
1(2), Н Т / Н  и С Н / Н  субнормальны в G/Н.  С другой стороны, (НТ/ Н) (К/ Н) — СН/Н  
и ( НТ/ Н) П( К/ Н)  =  ( Н Т П К ) / Н  -  Н ( Т П К ) / Н  < HKs d / H = к sG/ н  = ( K/ H) S{G/H), 
по лемме 3(1)(3). Таким образом, К / Н  р-вложена в G/ Н .

(2) Пусть Т  и С — перестановочные подгруппы в G такие, что Н Т  = С и Т П Я  < 
Hsg• Тогда К  П С =  К  П НТ =  Н(К  Г)Т) и К  ПТ,  К  П С перестановочны в К.  По 
лемме 3(2) имеем ( К ПТ)  П Н < Hsq < HsK. Следовательно, Я  р-вложена в К.  Лемма 
доказана.

3. Доказательство теорем 1 и 2

Доказательство теоремы 2. Необходимость. Прямо следует из леммы 3.
Достаточность. Пусть L — минимальная нормальная подгруппа из G. Посколь

ку гипотеза верна для G /L , то по индукции G /L  разрешима. Следовательно, можем 
предположить, что L — неабелева единственная минимальная нормальная подгруппа 
из G. По лемме Фраттини, для любого простого числа q, делящего ] L|, и для некоторой 
силовской g-подгрупиы Q из L существует максимальная подгруппа М  группы G такая, 
что LM  = G vl Ng(Q) < М.  Ясно, что Mq =  1 и g не делит \G : М\.  Если \G : М\ — ра , 
то р делит \Ь\. Значит, для силовской р-подгруппы Р  из L мы имеем Nq(P) < М  и р 
не делит \G : М\,  противоречие. Следовательно, G имеет максимальную подгруппу М  
такую, что |G : М | не является степенью простого числа р и A4g — 1. Следовательно, 
по гипотезе, М  р-вложена в G. Таким образом, G имеет перестановочные подгруппы С 
и Т < С такие, что С — М Т  и Т П М  < Mq = 1. Тогда ввиду максимальности М  либо 
С — G, либо С — М.  Если С = М,  то М  перестановочна и, по лемме 2(2), М  субнор
мальна в G. Следовательно, М  нормальна в G. Тогда Mq — М,  противоречие. Значит, 
С — G. Следовательно, \Т\ делит |G : М |. Пусть X  — минимальная субнормальная 
подгруппа из G, содержащаяся в Т. Поскольку F(G) = 1, то X  — простая неабелева 
группа, по лемме 1(3), и, следовательно, X  < L. Тогда L представимо в виде прямого
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произведения простых неабелевых групп изоморфных подгруппе X . Так как q не делит 
|G : М | и |Х| делит |G : М\, имеем (q, \L\) = 1. Данное противоречие показывает, что 
G разрешима. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 1,
(1) => (2). Прежде предположим, что G сверхразрешима и пусть Е — некоторая 

2-максимальная подгруппа из С с непримарным индексом \G : Е\ — pq, где р > q. 
Докажем индукцией по \G\. что Е  имеет циклическое добавление в Ес  и существует 
такая нормальная подгруппа Т  в G, что Е Т  — Е с и Т  Г) Е  < Eq.

Предположим, что D — Eq ф 1. Тогда по индукции Е /D  имеет циклическое 
добавление (aD) в (Е / D){'G/D\  Тогда имеем

(.E/D)(aD) =  (E(a))/D = (E/D)^g/d) = E a/D  и поэтому Е(а) =  Е°.

С другой стороны, существует такая нормальная в G/D  подгруппа Т /D,  что 

(.E/D ) (T /D ) = (E / D )(G/D) и (T / D ) П (E/D) < ( E / D \ g/d). 

Следовательно, (.E/D) (T / D) =  (ET) /D  =  (E /D )(G/D) =  E ° / D  и

(T/D)  П (E/D) = (T П E) /D < (E/D){G/D) -  E g / D .

Таким образом, Е Т  =  EG и E  П T  < Eq .
Теперь предположим, что D = 1. Тогда 7г = tc(F(G)) С {р, д}. Поскольку G сверх

разрешима, то G/F(G)  абелева. Следовательно, E G < F(G)E.  Пусть г — наибольший 
простой делитель порядка |G'| и Gr — силовская г-подгруппа Gr. Поскольку G сверх
разрешима, то Gr нормальна в G и Gr < F(G). Если L — минимальная нормальная 
подгруппа из G, содержащаяся в G>, то L </L Е  и г не делит \G : EL\. Предположим, 
что Gr =  F(G). Тогда EG < GrE — LE.  Следовательно, Е  имеет циклическое добавле
ние в Е °  и существует такая нормальная подгруппа Т, что Е Т  =  Е °  и Т  Г\ Е  < Е ° . 
Теперь предположим, что 7г = {р , q] и пусть Q — минимальная нормальная подгруппа 
из G, содержащаяся в силовской g-подгруппе из F(G). Тогда G = [LQ]E и поэтому 
Е°  = Е(Е°  C\LQ). Таким образом, Е  имеет циклическое добавление в Е °  и существует 
такая нормальная подгруппа Т, что Е Т  — Е °  и Т  Г\ Е < Eg-

(2) => (3). Очевидно.
(3) => (1). Теперь предположим, что каждая 2-максимальная подгруппа Е  из G 

с непримарным индексом \G : Е\ имеет циклическое добавление в Е °  и р-вложена в G. 
Покажем, что G сверхразрешима. Допустим, что это неверно и пусть G контрпример 
минимального порядка. Тогда

(1) G — непростая группа.
Предположим, что G — простая неабелева группа. Пусть М  — максимальная 

подгруппа из G и л — множество всех простых делителей | G : М  |. Тогда некоторая 
максимальная подгруппа Е  из М  имеет непримарный индекс \G : Е\. Действительно, 
если 17г| > 1, то очевидно. Пусть | G : М\ — ра для некоторого простого р и пусть Е
— максимальная подгруппа из М, содержащая силовскую р-подгруппу из М. Тогда 
индекс ]G : Е\ является непримарным и по условию Е  р-вложена в G. Пусть С и Т -  
перестановочные в G подгруппы такие, что Т Е  — С и Т  П Е < Esc ■ По лемме 2(1)(2).
С , Esg и Т — субнормальные подгруппы из G. Поскольку G — простая группа, имеем 
С = Т  — G к Е = Esq ~  1. Но тогда \М\ — простое число и, значит, G сверхразрешима. 
Полученное противоречие доказывает (1).

(2) G имеет единственную минимальную нормальную подгруппу L и L = Gu % 
3>(G) является i l -корадикалом из G.
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Пусть L — минимальная нормальная подгруппа из G, Тогда по лемме 4(1), гипо
теза верна для G)L,  поэтому G/L  сверхразрешима, ввиду выбора группы G. Поскольку 
класс всех сверхразрешимых групп является насыщенной формацией, то имеем (2).

(3) G разрешима.
Ввиду (1) и (2), G имеет нормальную максимальную подгруппу М. Пусть |G : 

-VI =  р. Тогда каждая максимальная подгруппа Е  из М, для которой |М : Е\ не 
является степенью числа р, является р-вложенной в G, по условию. По лемме 4(2) 
подгруппа Е  р-вложена в М. Следовательно, М  разрешима ввиду теоремы 2. Значит, 
G разрешима.

(4) G — [Ь\М для некоторой максимальной подгруппы М  из G, где L = Cc(L) — 
Op(G) для некоторого простого р ф \Ь\.

Ввиду (3), L — р-группа для некоторого простого р. Согласно (2), L — Cq{L) = 
Op(G) и \L\ > р, поскольку G не является сверхразрешимой.

(5) L не является силовской р-подгруппой из G.
Предположим, что L — силовская р-подгруппа из G и пусть Е  -- нормальная 

максимальная подгруппа из М. Тогда Е  имеет непримарный индекс \С : Е\ и, по усло
вию, Е  р-вложена в G и имеет циклическое добавление X  в Е ° . Предположим, что 
Е  = 1 и пусть V  — максимальная подгруппа из L. Тогда по условию, V  является р- 
вложенной в G подгруппой. Пусть С и Т  — перестановочные в G подгруппы такие, 
что С =  V T  и Т  C\V < Vsg■ Поскольку L — силовская р-подгруппа из G, то подгруп
пы Vsg, С и Т  нормальны в G, по лемме 1(5). Следовательно, Т  = L и V — 1. Но 
тогда \L| = р, что противоречит (4). Таким образом, Е ф 1. Пусть |М  : Е\ = q и Q
— силовская g-подгруппа из М. Ясно, что Q — силовская (/-подгруппа из G, поэтому 
.4 = E GQ — QEG — подгруппа из G. Поскольку Е  нормальна в М, то E G < LE. 
Предположим, что 1 ф L П Е ° ф L. Тогда 1 ф Ь Г \ А ф Ь и  LA = LE°Q  = LM  — G. 
Значит, L П А нормальная подгруппа в G, что противоречит минимальности L. Следо- 
зательно, либо L П EG — 1, либо L <  Е ° . Предположим, что L П E G — 1. По лемме 
2(2), Е °  субнормальна в G, и поэтому L < Ng(Eg ). Следовательно, LEG — L х Е°  
и более того E G < Cg{L) =  L. Полученное противоречие показывает, что L < Е °  и 
EG = LE  =  ХЕ.  Поскольку L — силовская р-подгруппа из LE = ХЕ ,  то L изоморфна 
силовской р-подгруппе изХ.  и поэтому L — циклическая группа, что противоречит (4).

(6) М  имеет ненормальную максимальную подгруппу Е такую, что \М  : Е\ =
Я^Р-

Предположим, что каждая максимальная подгруппа Е  из М  с \М : Е\ ~ q ф р 
нормальна в М. Тогда М  — g-нильпотентна для всех таких q. Следовательно, М  р- 
замкнута. Но ввиду (4) имеем Ор(М) — 1. Следовательно, L является силовской р- 
подгруппой в G, что противоречит (5).

Заключительное противоречие.
Пусть Е  — ненормальная максимальная подгруппа из М  такая, что \М : Е\ = 

q Ф р. Пусть D =  Е °  и Т  — циклическое добавление к Е  в D. Предположим, что 
М < D. Тогда очевидно, что D — G. Следовательно, G — Е Т  = М Т. Ясно, что 
К  = М  П Т  ф 1. Значит, К °  =  К ™  = К м < Mq = 1. Полученное противоречие 
показывает, что М  D. Следовательно, Е  = D n M  — субнормальная подгруппа из М. 
Но Е — максимальная подгруппа в М, поэтому Е  нормальна в М. Данное противоречие 
завершает доказательство теоремы.

A bstract. The paper presents the characterization of finite soluble and supersoluble groups 
according to the properties of their p-embedded subgroups. Let G be a finite group and H  
a sub-group of G. Let Hsg be the subgroup of H  generated by all those subgroups of H
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which are s-permutable in G. Then we say that: H is p-embedded in G if G has permutable 
subgroups С and T  such that T  П H < HsG and HT — С . Our main result here is the 
following

Theorem . Let G be a group. Then the following statements are equivalents: (1) G is 
supersoluble.

(2) Every 2-maximal subgroup E of G, with non-primary index \G : E\, both have 
a cyclic supplement in EG and there exists such a normal subgroup T  that ET = EG and 
T H E  < EG.

(3) Every 2-maximal subgroup E of G, with non-primary index \G : E |, both have a 
cyclic supplement in E °  and are p-embedded in G.
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