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О теореме Хинчина в случае расходимости и совместных приближениях 
нуля значениями целочисленных полиномов в пространствах действи­

тельных и комплексных чисел

И. А . К о рл ю к о в а

Введение. Рассматриваемая задача относится к метрической теории диофантовых 
приближений в различных пространствах. Впервые она была рассмотрена в работах В.Г. 
Спринджука [1].

Пусть Р(х) = апх п +... + а\х  + ciq -  многочлен с целочисленными коэффициентами.

deg Рп (х) = п и Н  = Н ( Р ) = max | щ \. Пусть q> \ N  -> R + -  монотонно убывающая функция
0 <i<n

00

и £ р ( и )  < оо. 
п - 1

В 1924 году Хинчин доказал метрическую теорему о приближении действительных 

чисел рациональными числами — [2]. Он доказал, что неравенство
Ч

\ а - Р < т ,
I q ч

где <р: N  -* R + , ср e C {R )  и функция хср(х) невозрастающая, имеет бесконечно много реше­
ний в целых числах p ,q  > 0 для почти всех действительных чисел а  (в смысле меры Лебе-

00

га) при условии, то интеграл ^(p(x)dx = оо для некоторого с > 0 . С другой стороны, если ин-
с

оо

теграл ](p(x)dx сходится, то данное неравенство для почти всех а  имеет не больше, чем ко- 
с

нечное число решений в целых числах p ,q  > 0.
После 1986 года обобщения этой теоремы в случае сходимости были получены для 

многочленов произвольной степени В. И. Берником [3] в пространстве, в пространстве С 
Д.В. Васильевым [4] и в пространстве Qp  Э.И. Ковалевской [5]. В 1999 году В.В. Бересневич

[6] доказал аналог теоремы Хинчина для многочленов в случае расходимости.
В данной работе мы обобщаем случай расходимости в теореме Хинчина на совмест­

ные приближения нуля значениями целочисленных многочленов Р(х)  в пространстве

О. -  R 2 х С 2 .
Пусть ju\A, /Л2^ ~ меРа Лебега измеримого множества A cz R и В a  R,  / /3 ,^ 4  -  ме­

ра Лебега на комплексной плоскости, К у , К 2 -  некоторые круги радиусов г \ , г2 из С.
2 2Q = /j х /2  х К] х К 2 , М ~ И\ ' М2 ' М3 ' /Ч  ~ меРа в пространстве i?‘ x C " .

Гипотеза. Пусть М{Х\ , &2>^3»М ) ~ множество у  = (X\,X2 ,Z\,Z2 ) е  Q , для которых 
система неравенств
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| Р (х \ ) !< Я  V 7 6 (Я ), | Р(Х2 ) |< 76 (Я ),

\P{ZX) \ < H ^ ( P XI6(H),  |Р ( 22 ) | < Я % 1/ 6 (Я ), (1)

deg Р > 3, Л/ < 0, / — 1,4 , + Л-2 + 2 A3 + 2А4 — Ь — п 

имеет бесконечно много решений в полиномах Pit) е Z \ t \ . Тогда для почти всех у  при
00

! > ( # )  = оо верно равенство 
Н =1

//Л /(А Ь А2 ,А з ,А 4 ) = л- I / i  I • I / 2 | -Г~ -г22 = / / П .

Теорема. Гипотеза справедлива, если множество решений системы (1) содержится в 
объединении шестимерных кубов.

Замечание. При введенных в гипотезе условиях множество решений системы (1), как 
нетрудно показать [1, 3], содержится в объединении шестимерных параллелепипедов. Мы не 
стали вводить дополнительные условия на X j , 0 < j  < 4 , поскольку в доказательстве мы

строим оптимальную регулярную систему при произвольных Ау, 0 < j  < 4 и только на окон­

чательном этапе при применении метода Бересневича [б] мы не смогли получить доказатель­
ство для произвольных параллелепипедов.

Доказательство теоремы. В работе [6] показано, что теорема будет справедлива, ес­
ли удастся доказать, что четверки ( а \ , а 2 , р \ , р 2 ),  где ос\ <г R , a 2 e R ,  [3\ е С , р 2 е С , 
Im/?i Ф 0 , Im /?2 *■ 0 и Р(а \ ) = Р(а2 ) -  Р(Р \ ) = Р(Р2 ) = О, образуют оптимальную регуляр­
ную систему.

Оптимальную регулярную систему на Q = I\ х I 2 х A'i х К 2 из четверки корней 
( а \ , а 2 , р \ , р 2 ) построим следующим образом. Для любой точки (:x \ , x 2 , z \ , z 2 ) e Q  и дейст­
вительного числа D > 1 (которое далее будем считать достаточно большим) при некотором 
с = с{п) с помощью принципа «ящиков Дирихле» можно доказать, что существует много­
член P[t) € Z[t] такой, что выполняется система неравенств

j Р (Х]) |< с • / Г v 1, I Р(х2 ) |< с • D ~v2 ,

! P(Z]) !< с • D ~v3 , ! P(z2 ) I< с • D ~v4 , (2)

I ai |< D, i = 1,n, v j  > -1, j  = 1,4, V] + v2 + 2v3 + 2v4 = n - 5 .

Обозначим через = 5,](v],v2 ,v3 ,v4 ,c j)  множество y e Q ,  для которых выполняется (2) 
при дополнительных условиях

| Р ' (х\)\< c\D или | Р  '(*2 ) |< c\D  или | Р '(z\)  \<C]D или \ Р '(z2 )\< c\D . (3) 
Покажем, что при достаточно малом с\ выполняется неравенство

/uS \<  Q . (4)

Тогда на множестве S 2 = Q \ S [ ,  fi S 2 > ^ Q  выполняется (3) и

\ P \ Xi) \> c iD ,  I P'(z i )  \>c\D,  1 = 1,2. (5)

Из условий | P(x \ ) |< с ■ D ~Vl и \P ' ( x \ ) \ > c2D (cm . (2) и (5)) с помощью теоремы Ла­
гранжа о конечных приращениях легко доказать, что существует действительный корень а,\

полинома Р(х)  такой, что \ x \ - a \  \< с2 • £>-Vl . Аналогично из условий (2) и (5) следует, 
что существуют корни а 2 е R , Р\ е  С , Р2 е С многочлена Р(х) такие, что

\ х 2 - а 2 |< с2 ■ D ~ V2 _1, | z \ ~  р\ |< с2 • Z )-v3 _1, I z 2 -  p 2 j< c2 • D ~V4 .
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Выберем максимальную систему таких четверок корней, на которой и построим оп­
тимальную регулярную систему, как в [6 , 7].

Доказательство неравенства (4) в данной работе проведем для одного из возможных слу­
чаев в (3), когда для всех х\ 6 1\ , х2 е ^2 ПРИ некотором С3 выполняется система неравенств

|Р '( * 1) |> с 3 . Д  \ P ' ( x2 ) \> c3 .D,
\ P \ z x)\<cv D, | Р '(z2 ) |< с\ • D.

Покажем, что при достаточно малом q  в (6) выполняется (4). Зафиксируем 8 > 0 и 
исключим из рассмотрения точки ( z \ , z 2 ) е К\ х К 2 , для которых | Im zj |< 8 , ] Irn z 2 |< 8 ,  что 
в силу произвольности 8  не влияет на результат. Таким образом считаем, что в дальнейшем

| Imz] |> 8 ,  | Im z 2 |> 8 .  (7)
Пусть 0 < 77<1 и S\ 1 = S\ i(v],v2 ,v3 ,v4 ,q , / / )  -  подмножество S\,  для которого верна сис­
тема неравенств

| />(jci) |< с ■ D~ V], | Р(х2 ) ]< с • D ~v2 ,

\P ( z])\< c - D - v^ \ P ( z2 )\< c - D ~ ^ ,  (g)
j Р '(x i) |> сз • D, | Р '(х 2)\> С2 ■ D,

d п <| P '( z \ )  |< с\ D , d 77 <| P ' ( z 2 )\< с\ D.
Из системы (8) можно получить оценки для | х\ -  а \  | , \ х 2 - а 2 \, \ z\ -  \ , | z 2 -  р 2 | , где 
а \ , а 2 -  ближайшие корни полинома Р{х) к действительным числам х \ , х2 соответственно. 
Р \ ,Р 2 -  ближайшие корни полинома P(z)  к комплексным числам z\ и z 2 соответственно. 

Если зафиксировать корни а \ , а 2 ,/3 \ ,р2 , то согласно [3] все у , удовлетворяющие (8), лежат 
внутри четырехмерного параллелепипеда сг\ = сг\ \ х о \ 2 х сг^з х <Т]4 , где

<Т] j :| Х[ - а \  |<С4 ст\2 : | х 2 - а 2 |< С/\ ■ D ~ V2 ,

сг13 : | zj -  А  |< с-4 • D ~v3 4  • | Р  ' ( А ) Г 1, (9)

cth : \ z2 - (3 2 \<ca - D - v* - X- \ P \ P 2 ) \~X ■
Для простоты вычислений положим 1\ =[-ау ,а\] ,  12 ~ [ - а 2 ;а2 ], а\ > 0 ,  а2 > 0 ,  К \ , К 2 - 
круги с центром в начале координат радиусов q  и г2 . Введем новый четырехмерный парал­
лелепипед о 2 = сг2 1 х о"22 х х сг24 :

°"21 : [~2«1; 2«i ], <т22 :[-2а2 ;2а2 ],
w - 6 - v j

o-2 3 : |z 1 - )91 |< C 5 -b " V3+ 2 (Ю)
п - 6-V2

^24 : ! -2  “  P i  1< с5 ' D 2 - \Р \ Р 2 ) \  1 •
Покажем, что при достаточно большой константе с5 и достаточно малой константе с\ усло­
вие (4) выполняется.

Из (9) и (10) получаем

^ - < c 5~2c6D ~ n+5. ( 11)
М°2

Разложим многочлен P(z ) в кругах а 23 и <724 :

P{z \ ) = Р(Р\ ) + Р ' ( А  ) (q  -  А ) + Х- Р '" ( f t  )(zj -  А  )2 , f t  € СТ23,

/>(z2 ) = Р (/?2 ) + Р ’(/?2 )(z 2 ~ P i ) + ^ ' ' (<?2 Xz 2 - /^2)2 ,# 2  е ст24•
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При 7 из 1) ПРИ достаточно большом D > Dq(c, с\,...,с^)  следует, что

P(z x) \<2c5 -D ” 0’5 , \P (z2 )\<2c5 - £ Г 0’5.

Учитывая разложение P ' ( z \ )  и Р '( г2 ) на ст22 и а 24 , при ?7 > ~  Для всех z \ е а 23 » 

2 2 е сг24 получаем
|P '( ^ i ) |< 2ei А  | Р '( “2 > !< • D . ( 12)

Зафиксируем вектор Ь = {ап ,...,ат,), состоящий из коэффициентов многочленов Pit) ,  

и все многочлены с одним и тем же вектором Ъ объединим в класс р (Ь ) .
Определение. Четырехмерный параллелепипед cr2 (Pl) называется существенным [7, с. 51], 

если не существует другой четырехмерный параллелепипед а 2 (Р2 ), Р2 е tp(b) , такой, что
И {а2 (Pi) п  а 2 (Р2 ))> 0,5 ц  {а2 (Р ,)), (13)

и несущественным, если существует четырехмерный параллелепипед сг2 (Р2 ), Р2 е  р(Ь) , 
такой, что

М (а 2(р\ ) п  ^ 2  (р2 )) ^  °>5М((72 СЛ)) •
Рассмотрим два случая.

I. Существенные четырехмерные параллелепипеды. Из (13) имеем:
2 ] //or 2 ( P ) < c6jjQ ,

Pep(b)
значит, учитывая ( 11), получаем

Y, У _  Ju a ]( P ) < c ^ 2c7D ~ n+3D n+3^ ^ c ~ 2c1^ n .  (14)
Ъ Рер(Ь)

II. Несущественные четырехмерные параллелепипеды. Пусть 
<уз (Р[, Р2 ) = <j 2 (Р\ ) п  а 2 (Р2 ) .  На СГ3 (Р\ , Р2 ) для многочленов Р\ (/) и Р2 (t) справедлива 
система неравенств

I Pj  (*1) !< eg • A  I Pj (х2 ) |< С8 • А  

| Pj ( z ,) |< 2с5 • £ “ 0’5 , 1 (z2 ) |< 2с5 • z r 0’5 , j  = и .
9

Следовательно, для многочлена F(r) = Р2 (0  _  Р\ (0  = а 2? + а 1? + а 0 выполняется сис­
тема неравенств

| F (x j) |< сд ■ D, j Р(х2 ) |< сд ■ D,

| F(zO  |< 4с5£ Г 0’5, | P (z 2 ) !< 4с5£ Г 0’5 , (15)

deg Р <2, H(F)  < 2D, j  = 1Д.

Так как диаметр множества <73 (Р],Р2 ) больше 0,5с5/ ) “ ^’̂  | P\'(j3) ,

F '(z )  = 2a2z + a j ,  то из неравенства (15) | F ( z j ) |< 4c5jD~ 0,5 и для корня /?,, i = 1,2 много­
члена P (z) имеем:

I “ /? /1< с 5с10-° 0,5 I а 2 I ** г = 1,2- (16)
Так как последняя оценка справедлива для всех Z] е ст2з, z2 е  <т24 , то должно выпол­

няться неравенство

с10с5£ Г 0’5 ! а 2 |_1> 0,5с5Р>-°’5 j РХ'{/3) Г 1 <=> I «2 l< 2с10 | W ) ! •

Учитывая (6), имеем
\ а 2 |< 2 q 0q A  (17)
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Обозначим г -  m in{q,r2 } . Теперь из (7), (12) и (15) следует, что
\ щ  | < с ц  - г - \ а 2 |, I ciq |< С]2 \ а 2 \ г  . (18.

2 —1 —1Мера круга (16) не превосходит с\ 3 D \а2 \ • Для того, чтобы найти меру всех

пересечений а 2 (Р\) ,  просуммируем эту оценку по и а\ • Суммирование по а\ с учетом
2  j _1 2 —1 2(18) дает c^c \^D  \а2 \ г ,  а просуммировав по ад,  имеем c^c\$D г . С учетом (17)

приходим к окончательной оценке
2 ? 2

С1С5С16Г“ < с1с5с17 ■ (19*

Выберем с5 настолько большим, чтобы в (14) выполнялось неравенство с<- с-  < - .
5 8

О 1
Затем выберем q  настолько маленьким, чтобы в (19) было c \ c f c \ j  < —. Тогда juS\ при

8

г/ > ^  будет меньше . При rj < ^  из работ [2] и [4] можно получить, что /л 5^ стремит­

ся к О при D -» оо. Значит, для достаточно больших D эту меру можно также сделать мень­

ше ■ Следовательно, /jS\ < /.£1.

Abstract. The paper considers Khinchin theorem in case of divergence and mutual approximation 
o f zero with the values o f integer polynomials in the fields of real and complex numbers.
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