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Симметрия, шестиугольники и полуабелевость n-арных групп

Ю . И. К у л а ж е н к о

“Важны не вещи, а принципы симметрии”, — писал С. Вейнберг. Действитель
но, красота симметрии неоднократно вдохновляла не только художников, поэтов, но и 
ученых. Однако известный российский физик Д.Г. Павлов в своей работе “М етафизи
ка симметрий” (М ГТУ им Н.Э. Баумана, А/Еосква. 2004 г.) отметил, что “... истинное 
понимание роли и места симметрий в организации окружающего нас Мира, как среди 
математиков, так и среди физиков, всё ещё достаточно далеко от своего полного осмыс
ления”. В этой же работе он призывает более активно использовать n-арные операции 
при исследовании различных физических процессов и явлений.

Представляемая работа в какой-то степени соответствует призыву Д.Г. Павлова, 
поскольку в основу исследований положены не только понятия и методы наработанные 
несколькими поколениями алгебраистов (см., например [1—5]), но и понятие симметрич
ности точек [6], а также других n-арных аналогов инвариантов аффинной геометрии.

Х арактер исследований можно описать формулой А.Ю. Ольшанского [7] “алгеб
ра — геометрия — алгебра”, хотя, на наш взгляд, полученные результаты достаточно 
интересны не только с точки зрения алгебры, но и геометрии.

В частности, теоремы 1 и 3, являющиеся критериями полуабелевости п-арной 
группы G, одновременно являются и критериями самосовмещения произвольной точки 
относительно последовательности вершин, специально построенных шестиугольников 
G. В теореме 2 построен n -арный аналог такого шестиугольника, что произвольная 
точка самосовмещается относительно последовательности его вершин.

В работе рассматривается n-арная группа G — {X , ( ), 1~21). Элементы этой груп
пы, в дальнейшем, будем называть точками. Точку

Г ,271-4
S a(b) = ( а б ^  b а)

называют точкой симметричной точке b относительно точки а. Последовательность к 
элементов из X  — /с-угольником С. Будем говорить, что точка р & X  самосовмещается, 
если существует последовательность симметрий этой точки относительно других точек 
из X ,  в результате которых точка р  отображается в себя.

Другие обозначения, определения и результаты, используемые в работе, можно 
найти в [5,6,8-10].

Изложим теперь полученные результаты,
Т еорем а 1. Пусть a ,b ,c ,d  — произвольные точки из X .  п-Арная группа G бу

дет полуабелевой п-арной группой тогда и только тогда, когда произвольная точка 
р € X  самосовмещается относительно элементов последовательности вершин ше
стиугольника

, ,2 п—4
(а, Ъ, с, d, (dd  ̂ 0 b),a), 

т.е. когда справедливо равенство

‘З'о. (*S,(rfc[_2]2«̂ -4fo) (5'd(iS'c(iS'b(Sa(p)))))) — Р- (1)
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100 Ю. И. Кулаженко

Доказательство. 1. Пусть G — полуабелева n -арная группа. Установим справед
ливость равенства (1). Поскольку

Sa{p) = (ар[~2]2пр Аа), (2}

то, с учетом равенства 3.28 из [5] и предложения 1 из [8], имеем

Sb{Sa{p)) =  Sb(ap(-2]2np 4а) -  (b(ap^~2]2np 4а )Ь 2! (ар[~2]2пр  4а ) . . .  Ь) =
2п—4

=  ( Ъ а ^ 2па * р а ^ 2пЛ ) .
(3)

Тогда

Sc(Sb(Sa{p))) =  5 с(6а[ 2!2па 4ра[ 2!2?а 46) =
=  (с(6а1-212"а 'У " * ] V b ) [ - 21 (ЬаНЧ V p a ^ V b ) . . .  с) =

—»V*—
2п—4

.2)1—4 . 2 п _ 4 . _ ,2 п —4

(4)

=  (cfe[ 6 apf 21 р ab̂  21 6 с),

а следовательно

2п—4 . _.2П_4 - -.2п—4
^ ( 5 с(5б(5а(р)))) =  Sd(cb[ 21 b ар[ 21 р аЬ[ 21 Ь с) -  

(d(c6l-2l b ар{~У2пр 4аб1-2! 6 c)^~2i (с^~2̂ 6 ар^"212"р 4а ^ -2' b с ) . . .  d ) =  (5)
2га—4

=  (dc[-2l2nc 4feaf-2l2na 4p a t-2!2na 4bc[-2]2nc 4d).

Тогда

S(<y - a|>v <t)№ № (Sb(S.(p))))) = S (̂ _ 1|2«-.4)((fcl"2l2V 46or- 2l2V V |- 2l2na"4i>ch 2l2V 4,

=  ((d c '-Jl2nc"46) ( * l - 2l V t a l - 2l V p a i" 2|2”< ?V l-2l2”c 4(i) l-2l

((fcl-2' 2̂ - 46o '- 2I2 a " V - 2l V b c I - 2l V d ) .. . ( c f c H V ) .) )  =
v------------------- —------ v------------------------------

2n—4

=  ((rfCl-2)2T 46)db2]27 4C6[-2]2T V h 2l27 4abh 2l2T 4c d l-2 ]V (d C[-2]2nc 4b)) =

=  ((bc'-2l V r f ) d '- 2] V c f e ^ l T a p I - 2] V a ( b b 2l2T 4(crfb2] V d ) C[-2l2nc 46)) =

=  ((6cb2]2nC- 4( ^ [ - 2] / 7 4c)bI-2]2T 4)aj9[-2]2”p- 4a ) =  (ap[-2]% -40).

С учетом предыдущего, имеем

2га—4
Р <■

(a(apt- 2l2,p 4a)*-2' (ар^~212?р 4а ) . . .  а) =  ( a a ^ 2na 4pcJ” 2̂ 2"а 4а) =  р.

S«(S(<u. , » - . b) ( m № ( S . ( p ) ) ) ) )  =  S«(ap '-2|2 p 4a) =

--- v----
2n-4

Таким образом, мы установили справедливость равенства (1).
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Симметрия, шестиугольники и полуабелевость n -арных групп 101

2. Пусть выполняется равенство (1). Покажем, что G — полуабелева п-арная 
группа.

Из равенства (1) следует, что

V i = S a(p). (6)

Откуда

Sd(Sc(St (SQ(p)))) =  (7)

С учетом равенства (5), левую часть равенства (7) перепишем в виде

S d(Sc(Sb(Sa(p)))) =  (dc[~2]2nc 4ba[~2]\ 4pa[~'2]\ % c [~2]2nc 4d). (8)

Рассмотрим правую часть равенства (7)

=  V ' - l  =

=  { { d c ^ ^ c  \ ) { a p ^ 2np 4a ) ^  ( a p ^ 2np 4a ) .. .(dd~2̂ nc Ab)) — (9)
Ч,,И|"...."V1... —1,1...У

2n—4

=  ((rfCb 2]2nc 46)a[-2l V p a [- 2l2na 4(dCt-2l2nc 46)).

С учетом (8) и (9) равенство (7) перепишем в виде

( d c ^ 2̂ a ^ 2V p a ^ \ \ b d - 2l2V 4d)) =  (dcb 2]2V 4fea[-2]2V V [ - 2] V ( d c b 2]2nc 4Ь)).

Откуда, с учетом того, что для любого х  € X  последовательность х ^ ^ х  3 является 
нейтральной 2(п — ^-последовательностью, имеем

( b e l l ' d . )  = ( d c ^ 2nc ‘b).

С учетом произвольности точек b , c , d e X  и предложения 4 из [9], заключаем, 
что G — полуабелева n -арная группа.

Теорема доказана.
Т еорем а 2. Если G —  полуабелева п-арная группа, а,Ь,с — произвольные точ

ки из X , то произвольная точка р € X  самосовмещается относительно элементов 
последовательности вершин шестиугольника

(,Sb(a), Sc(a), S c(b), Sa(b), Sa(c), Sb(c)),

m.e. справедливо равенство

SSb{c)(Ssa(c)(Ssa(b){Ssc(b)(Ssc(a)(Ssb(a){p)))))) = P- (Ю)

Доказательство. Установим справедливость равенства (10), имеем 

Ssb(a)(p) = (Sb(a)p[~2]2np*Sb(a)) =  ((ba[~2]2na %)p[~2]2np \ b a [~2]2na %)).
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102 Ю. И. Кулаженко

Откуда, с учетом равенства 3.28 из [5], предложения 1 из [8] и полуабелевости п-арной 
группы G,

Sse(a)(SSb(a){p)) = S Sc(a)(ba}~2]2na 4bp[~2]2np %а}~2]2па*Ь) =

=  (Sc( a ) ( b a ^ 2na 4b p ^ p b a ^ 2na (W _2'2?a 4b p ^ 2np 4Ь а ^ 2па 4Ь). . .  S c(a)) =
^ .....................  2 п —А ---------------

12 п —4 - , r o i 2” - 4  , Г_о12пГ 4 ,Г-Ч12ПГ 4 , f _ 9 1 2V 4 , Г_012п —4((c«J 2' па с)Ы 2' b abf ^ 6 21 6 ab  ̂ ^ 6 (W  ^ "а с)) =

(m f-2]2V 4(c6[-2) V a ) b [ - 2l2T V - 2l2T 4(abb2]2Y 4c)a [-2] V c )  =  

((cab 2l2V 4a )b b 2]2T 4cbf-2]2T V [ - 2]2T 4cbb2]2T 4(aaf-2)2V 4c)) =
г oi2n “ 4 г 2гг—4 2п —4 л, 2 п - 4

(сЬ[~ 1 b с$  ̂ b р$  > Ъ с$~ 1 b с).

Тогда

Ssc(b)(Sse(a)(Ssb(a)(p))] = S Sc(b)({cb[ 21 b c)b[ 21 b pb[ 21 b (cb[ 21 b с)) =
2п—4 2 п —4

=  S s c( b ) ( S c ( b ) b [~ 2] b p b [~ 2] Ъ S c (b ) )  =

2 п - 4  2п—4 2п—4 ,2 п —4
=  ( S c ( b ) ( S c ( b ) b ^  Ъ p ftl-2 ] Ь S c ( b ) ) ^  ( S c ( b ) b ^  b p r t - y  b S c { b ) ) . . . S c ( b ) )  =

----------------- ----------------- ^ ------------ -— .—
2 n —4

=  (5с(Ь)(5с(6)[- 2! З Д _ .  bpt-2l:V b ( 5 c(6))f-2] 5 C(6 ). . .  З Д ) )  =
2 n - 4  2 n —4

=  ( ( 5 0 ( b ) ( S ^ 4 ) I ' 2 | S o ^ 6 ) p h 2 | 2 " p 4 ( b ( S c ( b ) ) | - 2 | f t ( 4 _ _ ; S c ( b ) ) )  =  ( M ' 2 | V b ) ,

2?i—4 2 n —4

а значит

^Sa(b) i^Sc(b) {Ssda) {£>Sb(a) {p)))) = S Sa(b)(bp[ 2]2 р 4&)

=  (Sa( b ) ( b p ^ 2Y b ) ^  (Ьр1-2П АЪ) . . .  S a(b)) =

и

2n—4
г „i2n—4 2n—4 „,2га—4 2n—4

=  ((a<^” 2j b a)$   ̂ b pti-  ̂ b (ab  ̂ ' b a))

Ssa(c) (S Sa(b) (S Se(b) (SSc(a) {Ssb(a) (p))))) =
Г „12n—4 2n—4 2ra—4 2ra—4

=  Ssa(c) (ab^~ 1 b ali- ^ b ptf  ̂ b ab[ ^ b a) =
. „,2га—4 „,2n—4 _2n-4 „,2n—4 ( .

=  (<!?а(с )(а& ^  b ab^~ 1 6 pfef 1 b ab1  ̂ b a) ^~1
. ,2n—4 . .2ra—4 r ,2n—4 . , 2ra—4

(аЬ^~21 6 1 b p b ^  b ab  ̂ ' b a ) . . .  Sa(c)) =
'-------- ------ ---- ---------v---------------------------- '

2n—4
=  ((aC[-2!2V 4a )a b 2l2V 46a!--2l2V 4bpt-2!2y 46a [-2!2- 4 ba[-2 ]2 -4 (ac[_2]2n-4a))

=  { { а с ^ 2пс % ) а ^ V 6p H )2Bp V - 2l2V V ^ V a ) )  =

=  (bcb2) V ( a a ^ 2l2na V ^ - 2] V ( 6a ' - 21 V a ) c b 2l2V 46) ==

=  ((6ct-2l V % t - 2) V ( 6c[- 2jV ) )  =  (З Д р Н Ч  V s 6(c)).
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Симметрия, шестиугольники и полуабелевость n-арных групп 103

С учетом предыдущего, имеем

Ss.w(Ss .w (Sa,w (S!M4(S&(I)(Ss. (a)(p)))))) = S S,(C )(S » (C )P 1- 2 |V S » ( C ) )  = 

-  (Ss(c)(S6(0)pt-2l2p"4(c))'-2l ГАУф' 2|V « > ) J . ..S„(c)) =
2n—4

= (S1(c)(S4(c))'-2'Sj(c)__.p(S6W )|- 2lSsW .. .S b(c)) = p .
2 n - 4  2 n - 4

Что и требовалось доказать.
Т еорем а 3. Пусть а,Ь,с  — произвольные точки из X  п-арной группы G. G бу

дет полуабелевой п-арной группой тогда и только тогда, когда произвольная точка 
р G X  самосовмещается относительно элементов последовательности вершин ше
стиугольника

(а, с, Ъ, S b(Sc(a)), ( a c ^ V  Ч ( З Д ) ) ,  Sa(Sc(b))), 
т.е. когда справедливо равенство

Ssa(S4b))(S{ac[_2]2n-is^ s^ a)))(Ssb{Sc(a))(Sb(Sc(Sa(p)))))) = р. ( 1 1 )

Доказательство. 1. Пусть равенство (11) выполняется. Покажем, что G — полу
абелева п-арная группа.

На основании следствия 4.1 п. из [б] равенство (1 1 ) перепишем в виде

Ssa(sc(b))(p) =  S (ac[-2] ̂ -*Sb(Sc(a)))(Ssb(Sc(a))(Sb(Sc(Sa(p))))). (12 )

Рассмотрим левую часть равенства (12) с учетом определения симметричности 
точек, равенства 3.28 из [5], предложения 1 из [8] и того, что для любого х  € X  после
довательность ж1_212тж 3 — нейтральная 2 (п — ^-последовательность

2п - 4 , ,о „ _ а  г ,2 п —4
Ssa(3e(b)){p) =  S  2 П - 4  (р) =  ( 5 a ( c f e I - 2 I Ь с ) р 1 - 2 ]  р s a{ S ~ y  Ъ с)) =

£а(С01- ^  О С)
2 п —4 . ,2 п —4 р ^ „ 2та—4 г , . , 2 п —4

=  ((а(сб[_25 b с)[~21 (с^~2̂ 6 c ) . . .a )p f_2l р (a(cbf~2! b с ) ^  {cb^21 Ь с ) . . .  а) —
'------------V ------------- '  Ч- ---------- V------------- '

2п—4 2тс—4

=  ((acl“2i2“c V t - 2l2“c‘ 4a)pl-42"p-4(acl-2lV 6 c [-2!2V 4a)). 
(13)

Рассмотрим правую часть равенства (12) с учетом определения симметричности 
точек, равенства 3.28 из [5], предложения 1 из [8].

Поскольку
]2п—4 ч / / [ _ o l 2 n —4 ч г_9] ^ Г_9i 2 п —4

Ч-
S e(Sa(p)) = s c(ap'1 21 пр а) =  (с(ар! 21 пр  а )[ 21 (ар[ 2]~пр а ) .. . с) =

=  ( c a ^ V p a ^ V c ) ,

2п—4
,12тг—4 г_о]2п—4

Sb(Sc(Sa(p))) =  5ь(са[ 212па 4р т [ 2]2’a 4c) =  

(6(саНЧ V p a ^  V c ) H 4  ( c a ^ V p a ^ V c ) .. . 6)
—ч*—_
2п—4

2 п —4 r_ 9 i2 n —4 г o i2n—4,
=  ( b c ^ c W - 2] p a c ^ c b ) ,
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104 Ю. И. Кулаженко

Ssb(sc(a)){Sb{Sc(Sa(p)))) =  S Sb(cal_2]2n-4c){bc[ 2)2nc 4ap[ 2,2 p V 1 2]2'c 46) =

(6(ca[-2l2na 4c)t_2l (ca‘ 2l2?a 4c)...b)

= s

( b c ^ 2nc 4a p ^ 2np ‘‘a c H V %  =

(̂бс!- 212ric 4aci~212nc 4b) (icl 2l2,c 4ap  ̂ 2̂2,p 4a<̂  ;l-”c '/>)

=  ((bc[-2l2”c " V -2l2' c 4b)(bcI-2I2V 4a p l '2l2"p4acl-2l2”c'4i,)l-2l

(fcl"2'2" c V ^ V a d - 2' V b ) .. . ( f a M V « c M > V » ) )  =
2 n - 4  

, 2n—4=  ((bct-2l V a Cb 2)2nc 46)6b2]2T 4Cab2]2"a- V [ - ^ n - 4 cb[- 2]2- 4(bc[- 2]2n-4ac[_2l2nc 4b)) =

=  ( f c M 2nc V 2l2"c1 ),

TO

^(o c l  2l2nc 45 b(S'c(a))).вШ(^№ (а))(5 ь (5 с(5а(р))))) =

=  5'(acl" 21 "с 45ь(са(_212па 4c))

(act-2]2nc- 4(6c[- 2] J" oc[-2] e b))'

n-4 . 
С OJ

л2п—4 r_oi2n—4,
c pcl 1

S ,  , „ , 2 п - 4 , .  , . „ 2 П - 4  , . , 2 n - 4 .  ( 6 c ^ _ 2 ^2 " c  4p c ^ ^ 2”c  4 fe) =

=  ((ac^ 2J2"c bcf 21
2n—4 f

с acl - 2 ] 2n—4
c b ) ( W

.12n—4
c pcl

ii2n—4б)!-2!.

• (bc(-2l2nc 4pcf-2l2”c 46).. . { a ^ ^ c V ~ 21 V a c ^ V f e ) )  =S-----------
2 n - 4

•(acl-2!2”c_46cl-2]2“c 4acl-2)2v 46)) =

=  (act-2l2“c 4te l-2l2"c4ap l-2l2 p 4c6l-2l2l 4acl-2l2v 16cl--2!2nc 4acl- 2l2”c 44 .

С учетом (13) и (14) имеем

(acl-2i2" c V l - 2l2"c_V - 2l2 p 4(acl-2l2”c-4k ^ 2l2”c 4a ) =  

(acb 2l V 6cl-2l2V V - 2l2“p % [- 2|V a C[-2l2V 4bcb2]2"c 4(a c l '2l2V 6)).

Откуда

5a(5c(6)) =  (cbf-2 ] -6 5 0(-5с(Ь))сЬ2]2пс 4г>)

или

(14)

(11).

( b c ^ c  Sa(Sc(b))) = (5a(5c(b))Cf-2l- с b).

На основании предложения 4 из [9] заключаем, что G-полуабелева.
2. Пусть G — полуабелева n-арная группа. Установим справедливость равенства
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В первой части доказательства нами установлено равенство (14). Тогда, с учетом 
симметричности точек и полуабелевости G , имеем

Ssa(sc(b)) (^(ас[-2]2nc 4Sb(Sc(a))) ( ^ sb(sc(a)) (&b(Sc(Sa(p)))))) =

= &.(&(«) (ac[-2l2V 4fecE-2]2T 4apf-2l2V 4cfef-2l2T ^ c b 2J2T 4feCb 2]2V 4acb 2]2V 4b) =

=  5 ,s a( s c(6 ) ) (a c [_2)2nc  V - 2l2nc  4a p f_ 2 l2 p  4a c [“ 2i2nc  4a c [“ 2]27cT46) =

=  ^ (a ( s c(6) ) i - 2i 5 ^ . a ) ( a c [_2l2nc  46 c [~ 2^ V 4a p [_2!2V 4a c [_2l2nc  4 ( a c l“ 2l2nc  4b ))  =

2n —4
=  5' ( ]2n_4 f ,n_4 (ac[-2]2V V b 2]2nc 4ap f-2]2- 4ac[-2]2- 4(6c[-2]2-4 =

(a(c6l“ 2) 6 e)l"~2J (ci  ̂ 2J 6 c)...a)

2n —4

=  ((aC[-2)V fe c !-2l V a ) ( a c b 2)2V 4te b 2]2T V - 2] V a C[- 2l2nc V - 2] V a ) [ - 2! 

(acf-2]2V 4bct-2]2V 4apt-2l2 r74aCf-2]2V 4bC[-2l2nC- 4a ) .. . ( a c H l V ^ V a ) )  =
^ -v V

2n—4

^ ( ( a Cf-2]2V 4bcb2]2T 4a)a[-2) V Cb b 2] \ 4Ca[-2]2V V l - 2l2na 4c6!-2]2T 4Caf-2i2na 4

(ас^_ 2 2̂гс  46c _̂ 2 '2”c 4a ) )  =  p .

Теорема доказана.

A b stract. The paper presents n-ary analogues of hexagons of n-ary group G so th a t an 
arbitrary element from G reflecting symmetrically with regard to all the elements of the 
succession of the apexes of each of the hexagons coincides with itself. Theorems 1 and 3 are 
the criteria of semi-commutativity of n-ary group G.
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