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О минимальных т-значных ^-композиционных спутниках формаций

М. В. З а д о р о ж н ю к , А. Н. С к и в а

Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. Используется терми
нология, принятая в [1, 2]. Напомним лишь некоторые определения и обозначения.

Пусть £  -  некоторый непустой класс простых абелевых групп, и  7г(£). Всякая 
функция вида

/  : и  U {а /}  —> {формации групп)
называется (^-композиционным спутником. Символом CP(G) обозначают пересечение 
всех централизаторов главных р-факторов группы G (CP(G) — G, если группа G та
ковых главных факторов не имеет). Символы ЯДС) и C(G) обозначают произведение 
всех разрешимых иыюдгрупп группы G и множество всех абелевых композиционных 
факторов группы G, соответственно.

Для произвольного w-композиционного спутника /  вводится класс групп
C F M )  =  {G  | G/RUG) £ f { J )  и G/CP(G) £ f(p)  для всех р £ я(С(С))Пи;} .

Для произвольных С7-КОМПОЗИЦИОННЫ Х спутников fy И / 2 П О Л О Ж И М , ЧТО / 1  < / 2  

тогда и только тогда, когда J\(a) С / 2(а) для любого числа a £ и  (J {G }.
Если формация $  такова, что $  — CFu)( f )  для некоторого (^-композиционного 

спутника / ,  то J называется ^-композиционной формацией, а /  -  ее илкомпозиционным 
спутником.

Непустая совокупность формаций 0  называется полной решеткой формаций, ес
ли пересечение любой совокупности формаций из 0  снова принадлежит © и в 0  имеется 
такая формация что С ^ для всех f) 6 0 .

Спутник /  назовем 0-значным, если все его значения принадлежат 0 .
Напомним, что подгрупповой функтор (в смысле Скибы [1]) сопоставляет каж

дой группе G такую систему ее подгрупп r(G), что выполняются следующие условия:
1) G € t (G) д л я  любой группы G;
2) для любого эпиморфизма ip : А  —> В  и для любых групп Н £ т(А) и Т  £ т{В) 

имеет место
m  £ т(В) и Т '^ 1 £ т(А).

Формация -$ называется r -замкнутой, если r(G ) С у для всех групп G £ 3".
Символом sn обозначим такой подгрупповой функтор, что для любой группы G 

множество sn{G) совпадает со множеством всех субнормальных подгрупп группы G.
Для произвольных подгрупповых функторов Ту и г2 положим, что т1 < т2 тогда 

и только тогда, когда Ti(G) С r2(G) для любой группы G.
В данной работе мы рассмотрим только такие подгрупяовые функторы г, что 

для любой группы G каждая ее подгруппа И £ r(G) является субнормальной в G.
Для произвольного набора { / г | г £ 1} (^-композиционных спутников / г через

П fi обозначается такой и-композиционный спутник, что 
ш

( П /о ( « )  =
ге /  г е /

для всех о £ cr(J{u/}. Пусть { / ,  | г £ 1}  -  набор всех r -значных (^-композиционных 
спутников формации ц. Тогда, согласно лемме 2 [2], f|ieJ Д является 7 -значным w-
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композиционным спутником формации ц и такой спутник называется минимальным 
т-значным сп-композиционпым спутником формации д.

В данной работе дано описание минимальных т-значных ^-композиционных 
спутников формаций.

Пусть X -  произвольная совокупность групп, р -  простое число. Положим 
Г(Г,Р\ _  Г f°rm (G/CP{G) | G G Ж), если p G rr(G(X)),

' \ 0 , если p ^ 7c(C(X)).
Пересечение всех r -замкнутых u-'-композиционных формаций, содержащих X. 

обозначается через reform (X) и называется т-замкнутой ta-композиционной формаци
ей, порожденной X. Если X — { G } ,  то вместо су, form { G }  пишут сДопп (G ) и формация 
такого типа называется однопорожденной т-замкнутой сп-композиционной формацией.

Л ем м а 1. Пусть ШТ -  нормально наследственная формация, $) -  т-замкнутая 
формация. Тогда S =  является т-замкнутой формацией.

Л ем м а 2. Пусть А -  простая группа, N], ЛГ2, . . . ,  А* -  нормальные подгруппы 
группы G, такие что П*=1 =  Тогда если И ^ C(Soc(G'/Ni)) для всех г =  1,2, . . .  ,t,
то И £ C (5oc(G )).

Напомним, что символом 0 ср обозначается (см. [4]) класс всех таких групп, у 
которых все главные р-факторы центральны, а символом E(ZPY (см.[1|) -  класс всех 
таких групп, у которых нет композиционных факторов, изоморфных группе Zp.

Теорема. Пусть X -  такая непустая совокупность групп, что X С Sj, где S) -  т- 
замкнутая формация, д =  еДопп (X), /  -  минимальный т-значный а;-композиционный 
спутник формации S- Тогда справедливы следующие утверждения:

1) / ( а / )  =  Tform {G/RW{G) | G G X );
2) f ( p )  =  Tform. (Х(С’Р)) для всех р G 7r(C(S)) П а»;
3) /(р )  =  0  для всех р G со \ :t(C(S));
4) если S =  C Fjfh ) и спутник /г, т-значен. то для всех р G 7г(С(Зг)) П сз имеет

место

f (p)  = Tform (G | G G h(p)  П S, Op(G) =  1),

и

/ ( a / )  =  'rform (G | G  G /г(ц /) П S, Roj(G) =  1).

Д оказательство. Пусть t -  такой т-значный ^-композиционный спутник, что 
Г rform (G/Ru(G) | G G X), если a — со1,

t(a) — < rform (X (C P)), если a =  p G ?r(G (S)) П ty
[  0 , если a — p E c o \  7r(C (S )) -

Покажем, что £ =  / .  Очевидно, что X С O F j f ) .  Покажем, что формация CFw(t)
является т-замкнутой. Так как согласно [2]

ОДД) = ( П  Е Л У )  п ( п  л
где

СО] =  {р Е СО | t ( p )  ф  0 } , С О 2 =  СО \  СО; ,
то достаточно показать, что каждая из пересекаемых формаций является т-замкнутой.

Очевидно, что формацмя E(ZP)', где р Е со\, является ага-замкнутой, а поскольку 
согласно нашему допущению т < sn, то формацмя E{ZP)', является также т-замкнутой.

Так как формация ®ср является, очевидно, б',5П-замкнугой, а £(р) является т- 
замкнутой, то по лемме 1 формация 0 ^ (р ) ,  где р € ид, также т-замкнута. Формация
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( ' )  является также r -замкнутой по лемме 1 как произведение ^„-замкнутой фор
мации и т-замкнутой формации t(u/).

Таким образом, CFu{t) является т-замкнутой ш-композиционной формацией, а 
значит,

$  =  с*form (36) С CFu(t).

Пусть fi  -  произвольный т-значный ^-композиционный спутник формации д. 
Так как для любой группы G из 5 =  CF^.(fi) выполняется включение G/R,^(G) £ /i(u /), 
то

t{u') =  rform  (G/Ru(G) \ G E 36) С Д (и /).

Так как G/CP(G ) 6 /i(p ) для любого р € 7t(G(G)) Г) ид то
t(p) =  rform (Х{СР)) С /т (р ).

Таким образом, t <  j \, а значит,
CiUO с  C ^ ( /i )  -  5.

Следовательно,
СДДО -  г?-

Покажем, что t =  / .
Пусть { / j  | г € / }  -  набор всех т-замкнутых ^-композиционных спутников фор

мации 5  и /г =  Die/ Л- Тогда, согласно доказанному выше, t <  h. Но по лемме 2[2] h 
является r -значным ^-композиционным спутником формации у, а значит, t £ {/,■ | г £ 
Е / } .  Следовательно, h <  f, а значит t =  /г. Таким образом, £ является минимальным 
т-значным w-композиционным спутником формации ^ и  (; =  / .

Докажем 4). Очевидно, что для любой группы G G 36 имеет место включение 
G/CP(G) € h(p) для всех р £ п(С($)) Пи. Кроме того, по лемме 2, Op(G/Cp(G)) =  1. 
Следовательно,

f(p)  Q rform (G | G £ h(p) П J, Op(G) =  1)

для любого p  E  7 г(С (# )) С U.‘ .

Пусть теперь G E /i(p) Г1 #, Op(G) =  1 и пусть Т  =  ZP«G =  [-K]G, где К" -- база 
сплетения Т. Тогда по лемме 2[3], СР(Т) =  К,  а значит, ввиду леммы 4[2], Т £ 
Следовательно, G ~  Т/СР(Т) £ / (р). Таким образом,

/(р ) = rform (G | G £ h(p) П 5, Op(G) =  1).
Так как для любой группы G* £ 36 выполняется включение

G //0 (G ) £ Л,(и/) П 5, 
и, кроме того, RW(G/RW(G)) =  1, то

/ W )  Я rform (G | G £ /фи/) П £, ЯШ(С) =  1).
Пусть теперь G £ /фс/) П J, i?w(G) =  1. Тогда G ~  G/RU{G) £ / (сы'), а значит, 

/(и /)  rform (G | G £ /фи/) П 5", RM(G) =  1).
Теорема доказана.
Отметим, что в случае, когда т -  тривиальный подгрупповой функтор (т.е. для 

любой группы G имеет место r(G ) =  {G } )  из теоремы непосредственно вытекает сле
дующее следствие.

Следствие [3]. Пусть X  -  непустая совокупность групп, У ~ композиционная 
формация, порожденная множеством X, j  — минимальный композиционный спутник 
формации £. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) f {p)  =  f°rm (G/CP(G) j G £ 36) для всех p £ 7r(G(^));
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2 ). Я р ) =  0  для всех р ф 7 г ( С ( З г) ) ;  . ж „

3) если 5" =  C F{ h ) ,  то для всех р  G 7 r ( C '( 3 j )

f (p)  =  form (G | G e  h(p) П 3r, Op(G) =  1).

A b s tr a c t . In the paper a description of the minimal т-valued ^-composition satellite for 
formations of finite groups is given.
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